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AVVERTIMENTO 


Quest’opera contiene quasi tutte quelle parti 
delle mie lezioni di puro calcolo sublime, che 
sono le più interessanti pei giovani che aspi- 
rano al grado di ingegnere architetto. Esse vi 
sono esposte in modo atto a facilitare lo studio 
anco di quelle altre parti del calcolo medesimo 
che sembrano riserbate a chi si propone l’acqui- 
sto di cognizioni teoriche più estese, e delle 
quali si darà un saggio in una operetta, appendi- 
ce di questa , ove si avrà cura di comprendere 
segnatamente la teorica degli integrali definiti 
e le principali applicazioni che se ne fecero in 
questi ultimi tempi pei progressi dell’analisi. 

Quali siano effettivamente le parti trattate in 
questi due volumi e con quale estensione, risulta 
dall’ indice : in quelle riguardanti le quantità 
continue ho usato il metodo delle derivate; non 
ripeto qui le ragioni di una tale preferenza, ma 
assicuro che riescil a facile a chi conoscerà que- 
sto metodo, non solo la lettura di qualsivoglia 
altr’opera avente per oggetto le stesse quantità, 
qualunque sia quello adottato in essa, ma anco 
lo scoprire la imperizia di chi sparlò di esso. 
Così, ho preferito generalmente le dimostrazioni 
meno astratte , perchè riescano meno difficili 
pei giovani educati nei differenti rami scientifici 
da diverse persone; ma ho ommesso però, le ge- 
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neralizzazioni di alcune regole, alcuni casi par- 
ticolari di altre, le spiegazioni di certe singola- 
rità e l’uso dei resti nelle serie , perché facili sì 
a concepirsi che a farsi da chiunque conosca le 
lezioni antecedenti , e le opportune parti della 
introduzione al calcolo sublime, che si potranno 
apprendere nelle opere dei signori Franchini , 
Lotteri, Cólialto, Lacroix, Bourdon, ecc. 

Nella compilazione di alcune sue parti mi 
valsi delle opere di Paoli, Monge, Pfaff, Pois- 
son, Brunacci, Ch. Dupin, Magistrali, Plana , 
Cauchjr, Piala, Franchini e segnatamente di 
quelle di Lagbange’, e procurai di combinare le 
cose loro alle mie in modo di agevolare ai gio- 
vani suddetti lo studio di quelle teoriche di 
calcolo sublime, che sono assolutamente neces- 
sarie onde riescire ingegnere architetto almeno 
in parte conforme allo stalo attuale delle scien- 
ze ; per il che sono poche le quistioni da me 
trattate, che non abbiano qualche uso interes- 
sante per una tale professione. 

Fo per ultimo osservare che il Tipografo, 
fatto da me sussidiare per la revisione della 
stampa dal sig. ingegnere Giovanni Fe ladini, 
non risparmiò cure [a far sì che l’edizione rie- 
scisse di mio aggradimento: che stampata l’ope- 
ra, incaricai il sig. ingegnere Cesare Zanoncelli 
di leggerla onde notasse gli errori trascorsi ad 
onta della diligenza anzidetta: e che da lui ebbi 
quasi tutta 1 ’ errata di essa. 
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LEZIONE PRIMA 
Del teorema di Taylor. 


i. oi chiamerà variabile continua o semplicemente 
variabile ogni quantità suscettibile di un numero in- 
definibile od infinito di valori successivamente continui 
•gli uni agli altri; e si chiamerà costante ogni quantità, 
* di valore effettivamente individuato, o supposto indivi- 
duato: così una quantità si dirà costante rispetto ad 
un’altra, quando non varierà, variando quest’ altra. 

Una quantità dirassi funzione di un’altra o di al- 
tre, quando essa varierà, variando queste altre; dimo- 
doché una espressione formata effettivamente con una , 
o due, o più quantità, si chiamerà funzione di queste 
Tom. I. i 
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LE/ION 


medesime quantità , sia essa formata con queste sole 
od anco con altre. 

Le quantità variai dii si indicheranno , general- 
mente, colle lettere x, y, z, ---, e le costanti colle 

tiy bj C, — — — ■ 

Per indicare una funzione della x scriveremo f(x)\ 
per indicale una funzione della f(x), già funzione dcl- 
lu x, scriveremo /•'(/(x)) od F(f), sottintendendo 
essere la f funzione della x. Così, per indicare una 

funzione delle quantità p, q, r, , qualunque esse 

siano, useremo la scrittura F(p, q, r, — -); anzi, ana- 
loghe scritture si useranno per esprimere funzioni qual- 
sivogliono della x o di altre quantità. 

U na espressione della forma 

A -+- o B -+- o* C 4- o 3 D -4- ecc. , 

nella quale la quantità o vi sia nel solo modo visibile, 
e sia essa eguale alla fuuzione f(x- 1- o) qualunque 
siano i valori delle x, a, si chiamerà sviluppo di questa 
medesima funzione /'(.r + o). 

La quantità/?, primo termine dello sviluppo della 
funzione y(x -+-«), è la stessa funzione f(x), dalla quale 
si desume f(x-{-u) dando alla x l’aumento o. 

Di fatto, dovendo essere lo sviluppo 

A -f- 1 > B-\- u'C-i-u 3 D -f- ecc. 

c la funzione/’(x o) eguali tra loro qualunque siano 
le .r, o, i loro valori corrispondenti all’osso saranno 
aneli’ essi eguali qualunque sia la x. Ma un tal valore 
dello sviluppo è A, suo primo termine, e quello della 
funzione f(x- 4-o) è /(x-t-o) cioè f(x)\ adunque sarà 

A=/\x)i 


i 


Digitìzed by Google 



DI O.UXOLO SUBLIME 3 

e ciò avrà luogo, qualunque sia la x, vale a dire, A 
sarà identicamente la stessa funzione/'!*). 

E per tanto lo sviluppo della f[x+o) si potrà 
indicare con 

f(x) -+- u B - 4 - w’ C -+• « 3 D -+- ecc. 

ovvero con 

f(x)-t~uB(x)-¥~o’ C(x)-*-o i D(x)-+- ecc. 

essendo le li, C, D, - -- in generale funzioni della x. 

a. La quantità B, coefficiente della u nello sviluppo 
della funzione f(x -4- <■>), si chiamerà funzione derivata 
del primo ordine o funzione derivata prima od anco 
semplicemente derivata della funzione f(x). 

Gasi, se la quantità B (x -4- a), che si ha, cam- 
biando nella B ( r).la x in x-\-o, avesse per isviluppo 

B (r) -f- oB^o' C, -4- ecc. , 

la B,, che è rispetto alla B(x), ciò che la B stessi» è 
rispetto alla f(x), si chiamerà derivata prima della B(x), 
ovvero derivata del secondo ordine o semplicemente 
derivata seconda della f(x). 

Similmente, se la B,(x -4-«), che si ha, cambiando 
nella B t (x) la zìdx + u, sarà eguale alla espressione 

B, (x) +uff 1 + w‘C',+ ecc. , 

qualunque siauo x, a, la B, si chiamerà derivata prima 
della B, o derivata seconda della B ovvero derivata 
del terzo ordine o derivata terza della f(x). 

Pensando alle proprietà , qui enunciate , delle 
quantità chiamate derivata prima, derivata .seconda, 
derivata terza della funzione f(x) , facilmente si com- 
prenderà , quali saranno quelle quantità , che si do- 
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vranno chiamai'* derivata quarta , quinta, -- enne- 
sima , non solo della funzione f(x), mn anco di qua- 
lunque altra funzione della x. 

La B derivata prima della f(r) si indicherà con 
f{. r) ed anco con f ; la Z>, derivata seconda della f(x) 
si indicherà con f"(x) o semplicemente con f" ; la 
terza con f"'(x) o semplicemente con la quarta 
con f' r (x) o con f' r ’, in generale, la derivata enne- 
sima della stessa f(x) si indichei-à col simbolo f lm (x) 
o semplicemente c6il’J XH> : anzi , analogamente si indi— 
dicherauno le derivate di qualunque altra funzione. 
In tanto allo sviluppo della funzione f(x-+-o) si può 
dare la forma seguente f(x)-+-aj r (x)-+-c cc. 

3. Dimostrerò che la derivata del prodotto di una 
costante per una funzione eguaglia, il prodotto della 
stessa costante per la derivata della funzione. 

La costante si chiami II c la funzione p(x)-, e si 
indichi il prodotto IIp(x) con f(x). 

Dalle cose dianzi esposte si ha 

p(x-t-o)—p (x) -t-op' (x) -+- ccc. ; 
c moltiplicando per II, risulta 

H gl (x -+- o) = Hp (x) -t- o II p' (x)-+-ecc. 

Ma 

II p (x -+- o) è eguale ad /(x-t- o), 
ed 

/(r-+-u) =f(x) -+- of(x) ■+■ ecc. ; 
adunque sarà 

II p (x) - 4 - o II p' ( r) -+- ecc. —f(x)-+-of'(x) -+-ecc. 
qualunque sia u , e per tanto 

f(x)=Hqf(x)i 
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cioè la derivata della f(x) sarà eguale al prodotto 
della // costante per la <p' (x) derivata della <p(x): ap- 
punto come si è dichiarato. 

4- Abbiamo dimostrato, che A, primo termine dello 
sviluppo della funzione f{x -wj), è la stessa f(x): ora 
passeremo a dimostrare che C, T), E , coefficienti 

delle potenze u 4 , --- nello sviluppo medesimo, 

sono ordinatamente le funzioni 




2 • 0 


cioè che , il C è una metà della derivata seconda della 
funzione f(. r) , il D un sesto della derivata terza , \'E 
un ventiquattresimo della quarta; e così degli altri. 
Nella equazione 


f(x-+-o)=. f(x}-+-oB{x)-*-a' C(x)-+-o''D(x)-i-t>‘ > E (x)-t-ccc . 


puramente supposta , la quale deve sussistere qualun- 
que siano le x, o, pongasi x-\-0 in vece della x, c si 
avrà la 


f(x -*-0-+-o)=zf (r -t- 6) - 4 - 


ed anco vi si ponga 0 - 1 -0 in vece della o, ed avrassi la 


f(xs-u - +- 0) — /( x)-h 

(o -t- 0) B -+- (o -+- dyC-s- (w -+- Of -+- Of E -+- ecc. 

Queste due equazioni ottenute sussisteranno , non solo 
qualunque siano x, u, ma anco qualunque sia 0, quan- 
tità, che si terrà per indeterminata ed indipendente sì 
dalla x che dalla o ; e siccome le y( r -+- 0 -+- «) , 
f(x -+- 6> -+- 0) primi membri di esse, sono eguali fra 
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loro, qualunque siano x, w, 0, eguali similmente ne 
saranno fra loro i secondi • membri. Vale a dire avrà 
luogo la equazione 

J'(x+0)+aB(r+O)+a , C(r+0)+a 3 D(x t-0)+a*E(x*0)+ccc.— 

J‘(x) + (a + 0)B + (a + 6)' C+ (« + 0) 3 D + (a + 0)* E + eec. 

qualunque siano le quantità x, a, 0. 

Ordiniamo sì l’un membro clic l’altro di questa 
equazione secondo le potenze della 0 d’ esponenti cre- 
scenti, ommettendo però quei termini, nei quali la 0 Ini 
esponenti maggiori di uno , perche non ci occorreran- 
no; e cominciamo ad ordinare il primo. 

Nella equazione f(x-\-a)zx.f(x)-\-of’-^-ecc., che 
è quella supposta, si cambi Va in 0 ; e si avrà la 

/(.r -4- 6) —f(x) 4- Of -4- ecc. : 

ed in questa si cambi la funzione espressa colla f(x) 
successivamente nelle funzioni espresse colle B[x), C(x), 
D(x), E(x), ; e si avranno le seguenti 

B (x + 0) = B -f- 0 B' -f- ecc . , 

* C(x ~\~0)zzz C 0 C? 4- ecc*, 

D(x 4 - 0) rrs Z>4- 0 TE 4- ecc. , 

E (x 4- 0) — E 4- 0 E' -f- ecc. 


dove le B', C , L Y, E', esprimono le B'(x), O (x), 

TY (x), E' (x), ciò? le derivate delle B (x), C(x), 

D(x), E(x), . 

Si pongano nel polimonio 

f(x+0)+oB(x *-0)+o’ C(x+0)+o 3 D(x+0) +« 4 £'(x+0)+ecc. 
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primo membro di cui si parla , in luogo delle funzioni 
f(x-t-O), B(x-*-0), C(x-t-0), D(x-v-6), E(x-*~6 ), — , 

i rispettivi sviluppi qui esposti , e si troverà esso 
eguale all’ ^ 

y (x ) -+- «7? -4- «* C-4- « 5 Z> -4- 1» 4 /? -4- ecc. - 4 - 

0 (f 1 -+- u W -+- u'O -4- « } /y -+- ecc.) -t-ecc. 
ossia all* 

f(x-*-o) -+- 0 ( f'-h- oB'~*-o‘ C- 4- o 3 U- 4- ecc.) -4- ecc. 

Per ordinare il secondo membro della medesima 
suddetta equazione, pongami in esso in vece delle po- 
tenze indicate di Q-+-0 i rispettivi loro sviluppi, e si 
eseguiscano le moltiplicazioni , che compajono; ed 
avrassi 

f(x)-*-oB -*-o* C -+-a 3 D a* E -*-ecc. 

0 [B 0 • 2 C a'- 5 D -i-o 3 - 4£’-4-eec.)-t-ecc. 
ossia 

f(x -4- o)-+-6 (f- 4-w*2 C -4 -«’• 3 D-t-o 3 ■ 4 /.- 4 -ecc.)-Hecc. 

Quindi la equazione superiormente trovata equivarrà alla 

f (x-4-<y)-4-0(/' -4- « B'-\- o‘ (7-t- a 3 jy - 4 - ecc.) -4- ecc. ~ 

/(x-*-o}-*-0{f -h-o-iC-t-o'- 3 7? - 4 - 0 ’ -4 £-+- ecc.) -f- ecc. 

che, sussistendo qualunque sia 0, per cui eguali deb- 
bouo essere i coefficienti della 6 medesima, dà la 

f+oB'+ti , C'+a 3 iy+ecc. -f +o- iC+u- 5D+o 3 4£ +e cc., 

la quale, dovendo sussistere qualunque sia l’«, sommini- 
stra le seguenti 

iCxzB', 5D=zC, 4E=D',—, 
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che debbono aver luogo qualunque sia la ar; giacché la 
medesima equazione sopra trovata deve sussistere qua- 
lunque siano x, a, 6. 

Dalla prima di queste ultime equazioni si ha 


C— * B', cioè C—\f > ; 


dalla seconda bassi D~\C, cioè D eguale ad un 
terzo della derivata di IJ 1 ', che (§ 5) c \ f"', e però sarà 


T)— —=r"' 

a • 3 

cosi dalla tei-za si cava E — \ Tj' , e per tanto 

i 


E—- 


ir, 


. fir. 

r.J » 


a- 5- 4^ 

Si concluda adunque, che i coefficienti C, D, E , — 
sono effettivamente le stesse funzioni 

appunto come si è dichiarato. 

Sostituendo questi valori dei C , D, E, --- non 
che f(x) in vece del B , nella supposta equazione, 
si ha la 


f{x^)zf(x)i-tìf{ry^f , (x)+^f ,, (x)+ : ^f' , '{x)u:cc. 

la quale costituisce il celebre teorema di Taylor. 

5. Porrò fine a questa lezione, esponendo una pro- 
posizione, mediante la (piale se ne possono dimostrare 
molte altre interessanti con facilità e semplicità; ed 
essa è , qual dev’essere il significato della (p , perchè la 
funzione (p(x-¥-o) eguagli la somma delle due (p(x), 
qualunque siano le quantità x, o. 

Pel teorema dimostrato la equazione 
$(x)-+-<p[o)=(jl(x-*-o) , 
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die è quella a soddisfarsi, si cambia nella 

<p(x)-i-<p(o)-=tp(x)-i-o p (x)-t-ecc. 

ossia 

■ 

o 

<p(u)=.o gì' (x) -+- —gì" (x) -+- ecc. 

cioè 

gì (o) — op (x) -t- ecc. 

posto gì' (x) = p (x) ; ed ommessi i termini nei quali 

vi sono «*, perché non occorrono. 

Questa equazione, sussistendo qualunque sia la x, 
dà, ponendo in essa x-t- 6 in vece della x, la 

gì (o) — o p (x -i- 0 ) -t- ecc. 
p però avrassi anco la seguente 

a p(x)-^ccc. = ap(x-t-6) -i- ecc., 

la quale, dovendo sussistere qualunque sia la si, fra le 
equazioni che somministra vi è la 

e a - 

p{x)~p(x-^d) ossia p(x) - p(x)-f-d//(x)-4- -p"( r}-+-ccc.j 

e per tanto sarà 

//(x)=o, p"(x) = o, . 

Ma la equazione p(x)=p(x- 1-0) significa che, la 
quantità p(x) non cambia cambiando la x ; adunque 
sarà p(x)~h, k quantità costante rispetto alla x. 

Vale a dire, si hanno le 

p(x) = A-, p' (x)=o, p" (x) = o, , 

<p' (x) = k, gì"(x) = o, gì'" (x) — o, . 

Si pongano i valori delle 

<?(*), P"(x), p" (x), 


ossia 



TO 


LKZIOm 


qui trovati, nella equazione 

a 

0(o)=o,0' (x)ri-- 0l'(x)+ecc. 
ottenuta sopra, c si avrà 

0 («) =. o k. 

Quindi la 0, che esprime quella operazione, la quale 
eseguita sulla somma di due quantità indeterminate, 
dà un risultamento eguale alla somma di quelli , elle si 
hanno, eseguendola sulle medesime due quantità sepa- 
ratamente, consiste nel moltiplicare per una costante 
anco arbitraria la quantità indeterminata sulla quale 
è eseguita. 

Dalle equazioni 

p(x)=k, ;/(.r)=o, f/'{; r)=o, 

sopra trovate emerge, clic le derivate di una costante, 
sono nulle, come era d’altronde facile a prevedere. 

LEZIONE II. 

Delle derivale di una potenza della variabile. 

6. La variabile sia qui pure indicata colla x , e 1 in- 
dice od esponente della potenza lo sia colla m costante 
rispetto alla r, ma del rimanente quantità qualsivoglia. 

Si deve trovare la derivata della x m , cioè si deve 
trovare il coefficiente della prima potenza d’t» nello 
sviluppo della potenza (r -+- o) m , ebe si ottiene, cam- 
biando la x in x-\-o nella x m . Questa derivala , che 
dev’essere evidentemente una funzione della x e della 
m, si chiami 0(m, x). 
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Pel teorema dimostrato nella lezione antecedente 

si lia 

(x-t~o) m =:x m + oip(m, ar)+ccc. 

In questa equazione , in vece della tn , si ponga n 
altra quantità costante qualsivoglia; c si avrà la 

(jc- 4 -fc >)" xzx n -+-o(p(n, x) 4 -ecc. 

Queste due equazioni danno il prodotto 
(x 4- o) nl • (x 4- 4>) n eguale all’ 

(x TO -\-o<p(m, x) 4 -ecc.ì • (x n -i-orji (a, x) 4 -ccc.); 

e però, eseguite le due moltiplicazioni indicate, si avrà 
l’ equazione 

(x ■+■ u) m+n s=: x n ' H '+ u (x n <p(m, x)-i-x n 'Ji(n, x)) 4- cc c. 

Ma dalla prima di queste due equazioni, cambiando in 
essa la ni in m -f- n, bassi anco la 

(x -f - <y)" l+n =: x m+n -h « (p (m 4 - n, x) 4 - eec. ; 
adunque sarà 

x m + n +o(x"JI(m,x)+x m >p(n,x))+ec.zx m+n -M>fp(m+n,x)+ccc. 

equazione che, dovendo sussistere qualunque sia Po, 
somministra la seguente 

x"$ (rn, x) + x m f (n, x) — f(m 4 - n , x) , 

mediante la quale si può determinare la funzione (p(m 4 ). 

Pongasi <jl(ni,x)=zx'"i}<(m), cioè eguale al pro- 
dotto d’x m per y(m) altra funzione incognita della ni, 
ed anco della x, e però 

<p[n,x)—x’ , ip(n), e ip(m-t~n,x)=x m+ ”y(m-+-n): 
questi valori delle tp(m, x), <p(n, x), <p(rn-{~n, x) si sosti- 

i 

• ì 

» . f 
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tuiscano nell’ultima equazione trovata ; ed avrassi la 
(m) -i- x m x n ^ (n) — x-’+V ( m -I- « ) 

ossia 

^(m)-i-tp(n) — ìp(ra 

la quale ($ 5 ) significa, clic la iJ(ni) deve consistere nel 
prodotto della mper una (quantità indipendente dalla m 
medesima o non contenente la m. 

Chiamisi questa quantità a: sarà 

i}i(m)-=.am, e però <p (m,x) — X m am. 

Per determinare la a, si osservi, che dal valore 
qui trovato della 

<p(m, x), fatto m — i, si ha (p(i, x)“ xa; 
e dalla equazione 

(x o) m écc . , 
posto anco in essa in vece d ’ m Punirò, risulta la 
x-t-o=.x-t-ogS(i, x)-i-ecc., 
la quale dà evidentemente 

gH i, x)=i» 

e però, eguagliando questi due valori della <p( i, x), si 
avrà l’equazione 

91= i, che somministra a— 

x 

Quindi sarà 

(p(m, x)=x B1 -m ossia (p(m, x) — mx'"~'. 

Vale a dire, la derivata di una data potenza di una 
variabile, è il prodotto dell’esponente della sua potenza 
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per quella potenza della variabile stessa , il cui espo- 
nente è minore di una unità di quello della data. 

7. Essendo m x m ~ l la derivata della x m , quella 
della funzione A x m , ove A indica una costante, sarà 
(S 5 ) Amx mr ' 1 . 

La x m si chiami f(x). Per essere J’ (x)x=.rnx m ~ l 
ed f"(x) la derivata prima della f(x), sarkj y, (x) egua- 
le alla derivata di nix" 1 ' 1 ; e però eguale al prodotto 
della costante in per la derivata della x m ~', che è 
(ni — t)x m ~ 3 ; cioè sarà f" (x) xz m (ni — i)x m ~ 2 . 

Così, per essere f"(x) la derivata prima della f"(x), 

sarà 

f"(x ) =zm(m — i)(m—i) x"- 3 , 

espressione che è il prodotto d ’ m(m — 1) costante per 
(m — 2)x"‘ 3 derivata della x' n ~ 3 . 

Ragionando analogamente per \cf ir (x),f r (x), — , 
si trovano 

f r (x) =. m (rn — 1 ) (ni — 2) (ni — 3 ) r m ~l, 
f r (x) — in (rn — 1) (ni — 2) (ni — 5 ) (ni — 4 ) xm ~'i 

Anzi, coll’osscrvare come sono formate le derivate della 
x"‘, qui esposte, facilmente si comprenderà, che sarà 

/'"'(x) zxr.i (ni — 1 ) («» — 2) (ni — n -+- 1 ) x ln ' a . 

Se ni fosse un numero intero e la 11 eguale alla ni, 
la derivata n esinui ossia ni esima della x m sarebbe 

rn(m — 1 ) (ni — 2) 3 • 2 • 1 , 

che è costante; c però quando Vm sia intero le derivate 
della x m degli ordini m-t-i, m-t-a, m-+- 3 , --- esimi 
saranno nulle (§ 5). 

Se bi= 1, si ha i /’(a )= 1; vale a dire la derivata 
della x è l’unità. 
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8. Si sostituivamo nella equazione 

/(x 4- u) =/(x) 4- of (x) 4- ~f (x) + ecc. 

in luogo delle /(x 4- 6 »), f(x), f (x) , /"(x), i 
loro valori 

(x4-p)"‘, x m , wix m * 1 , m(m— i) x" 1 ' 1 , ; 

ai avrassi la 

(x+ <j)"'—x m -\-rnx m ~ l a+ m(m -x^wM-ecc.; 

3 

cioè lo sviluppo Neutoniano dimostrato qualunque sia 
l’espouenlc della potenza. 

LEZIONE III. 

Delle derivate del logaritmo della variabile, 

f). Ncllu forinola di Taylor si ponga Log. r in vece del- 
la f(x), e però Ix>g.(.r-u>) in vece della e si avrà 

3 3 

Log. (x 4- o) = Log.x 4 - of+ —j v 4 - ^-/"'4- ecc., 
(pialunquc siano x, 6 i. 

In questa equazione pongasi il prodotto xd in 
vece della p, ove 0 esprime una quantità qualsivoglia; 
ed avrassi 

Log. (x4-x0) ossia Log.x 4 - Log. (i4-0) 

Q 2 

=Log.x4-flx/ 1 , (x)4-— -x’/" (x) 4 -ecc. 

cioè 

* 0 * 

Log. (i 4 - 0 ):=: 0- xf (x) - • x’ /" (x) 4- ecc., 

ossia 

Log. ( i 4 - 0) =s Op (x) 4 - ecc., 
posto x/(x) = p(x). 
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Se in quest’ ultima equazione cambiasi la x in 
x+o, si La 

Log. ( r -f- 0) = Op (.r u) -+- ecc. ; 

e però, eguagliando tra loro queste due espressioni del 
Log. ( i -f- 0), si avrà l’equazione 

O/i (x) -+- ecc. = 0p(x-t-a)-i- ecc., 

la quale, sussistendo qualunque sia 0 , dà la seguente 
p(x)~p(x+o), da cui si desume, clic la p(x) cioè xf'(x) 
.dev’essere costante rispetto aliai - . Questa costante chia- 
misi M: sarà x)' (x) — M, e però 

, M 
/W— — > 

ed anco (5 7 ) 

. d/ , a V . a- 3- M 
f '(*)=— -pr>f ( x )— pr> /'(•*)= ■ • 

Sostituendo i valori delle f(x), f'ix), f"(x), --- 
nell’equazione 

di nj 

Log. ( 1 -+-0)=s0x/ , (x)+- -x*f'(x)-h^--?3?f"(x) -f-ecc., 
si ottiene la 

( ni d) \ 

0 -f- — — ecc. j , 

la quale insegna , che il logaritmo di 1 0, numero 

qualsivoglia, preso secondo qualunque sistema, è eguale 
alia quantità 

0 ) — ecc., 

2 0 

che non cambia cambiando il sistema, moltiplicata 
jier la costante M , la quale per conseguenza cambierà 
da un sistema ad un altro. 


1 


I 




i 
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Questa» costante si chiama modulo di quel sistema, 
secondo il quale si intende preso il logaritmo di i-»-0. 

Si concluda pertanto, che la derivata del loga- 
ritmo della variabile è una frazione avente per nume- 
ratore il modulo del sistema del logaritmo e per deno- 
minatore la variabile stessa. 

io. Vi è un sistema di logaritmi pel quale ìli — i, 
ed è il così detto sistema Iperbolico o Neperiano: in- 
dicheremo i logaritmi presi secondo questo sistema col 
simbolo log.; dimodoché avrassi 

0 * 0 » 

log. ( i -+- 0) — 0 1 — ecc.; 

c (>erò sarà 

Log. ( i -+- 6) = ,1/ log. ( i -+- 0) . 

I logaritmi, che si introdurranno in queste lezioni, 
quando non si faranno dichiarazioni particolari, inten- 
deransi Neperiani; per cui si terrà la derivata del loga- 
ritmo della variabile eguale alla unità divisi» per la 
variabile stessa. 


LEZIONE IV. 

Delle deviente delle esponenziali. 

1 1 . La esponenziale sia a T , cioè la potenza x esima 
della costante a: questa costante comunemente si chia- 
ma base della esponenziale medesima. 

Nella formola di Taylor si pongano a x , n T+ ® in 

vece delle f(x),f(x-\-u), ed avrassi 

1 

« jr+ “ — a r -t~ a f'[x) -+- U --J"(x) -e- ecc. : 
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si divida ciascun membro di questa equazione per a", 
e risulterà la 


n « =l + u m+±m 


■ , \ f( x ) I 1 

ossia a" — t-Hwp(jr)H-ecc. posto —~=p(x), : 

in quest’ultima si ponga x-\-0 in vece della a.’, e si avrà 

a“— l -t-t> p (x-4-0)-t-ecc. , 

e però sarà 

i -h-op(x}-t-ccc— t-t~op(x-t~0}-+-ecc., 
equazione, che, sussistendo qualunque sia l’t>, dà la 
p(x)=p(x-t-0), 

f* (“f) 

la quale insegna , clic p (x) cioè ‘ x non varia, va- 
riando la x, ossia che dev’essere una costante. 

Chiamisi questa costante c: sarà - — — — c , ossia 
1 a x 

f(x) — ca* od anco f(x)~cf(x). 

L’equazione f(x) ~ cf(x) d af'(x) - cf (x) = cy(x), 
e quest’ultima J 1 "(x)—cJ'(x)~c i f(x)\ e similmente 
J" r (x)~c^f(x),f r (x)—c i f(x). Vale a dire, riposto a z 
di nuovo in vece della y(x), si avranno 

f(x) — ca*,f(x)=c' a*,f"(x) = c 3 a*, — ; 

f(x) o‘ f"(x) 

e però la equazione a“~i-+-o '- — -~-i - — — -i-ecc. 

si ridurrà alla seguente 


a“rH-uc- 


— h-ecc. , 


colla quale si può determinare facilmente la costante c. 
Tom. I. i 
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Di fatto, si faccia in essa v — -,e però wc=z i ; e sì 
avrà la 

~ il . ■? 

a—i-t-i -i 1 - — t-ccc. ossia a c =ze, 

a a -3 

ove l’e è posta per semplicità in vece ilei numero 
a, 718281828--- 

somma della serie 

« 

T I I 

2 h 1 — — i — > -f-ecc. 

2 a • 5 2 • 5 • 4 

\_ 

La equazione n c =.e ovvero la a— e * sommini- 
stra immediatamente Log. a — c Log. e. 

6>* C* 

Dalla h ccc. si Itti 

2 

/ 1 1 \ 

uLog. n — Log ^1 -4-OC+ -i-ecc. J 
ossia ($ 9) 

oLog. a=uc/J/-+-eec. ; 

c però sarà 

Log. a=zc 31 . 

Eguagliando i due valori qui trovati pel Log. a , 
bassi jVrrLog. e, cioè il modulo di un sistema qua- 
lunque di logaritmi è il logaritmo del numero e pi-eso 
secondo il medesimo sistema. 

Pel sistema Neperiano, essendo 3 f — 1, avrassi 
log. e zz. 1 , per cui il numero e sarà la sua base; e con- 
scguentemente avrassi 

c=:log. a. 

Quindi la derivata prima della esponenziale a x risulta 
«*log.n, cioè il prodotto di essa pel logaritmo Nepe- 
riano della sua base: la derivata seconda sani 
n , (log.fl) 1 , la terza a* (log. a) 3 . 
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12 . Dulia equazione 

a i i 3 

o e o*c* 

a =i-4 -oc-i 4- — - -4-ecc., 

2 2*5 

sopra trovata, sostituendo in vece di c il suo valore 
log. a, si lia la 

O* 4 »* 

=i-i-o (log. «)-+- — (log. n)’-+- — - (log. a) 3 -+-ecc. , 

la quale dà il così detto sviluppo ordinario della 
esponenziale 


LEZIONE V. 


Delle derivale del seno e del coseno della variabile. 


i3. Il teorema di Taylor somministra le equazioni 
sen. (jr-t-6i) = sen.x-Hti'Ji'-H— - fi' -+- ecc., 

a 

o 

cos. (x a) = cos. x -i— o y'-+- — fi' - 4 - ecc.: 

le fi, fi', sono poste per le derivate di sen.x, c 

le fi, fi', per quelle di cos. x. 

Sommando i quadrati dei membri corrispondenti 
di queste due equazioni, e rammentandosi, che la som- 
ma dei quadrati del seno e coseno di un angolo è ugua- 
le alla unità, si lia la 

1 = i -t- 2 w (#' sen ,x-+~fi cos. x)-+-ecc., 
la quale dà 

fi sen. x -+- fi cos. x~o. 

Moltiplicando i membri della prima delle mede- 
sime due equazioni per cos.x, e quelli dell’altra per 
scn.x,c sottraendo la risultante dalla seconda da quella 
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risultante dulia prima, si ottiene la 

sen.(.r+<j)eos .r-eos.{xt-<j)ien. 2 '-<J {gl 1 coi.x-\y' scn.x)+ 


-(<p"cos.x-i//'sen.x)+eec. 


seri .ttzzvfg? cos.x — ^sen. x)+ — (g5"cos.x — y/'sen.xj+ccc., 
»iic dà evidentemente 


cos. x — y' sen. x = a ; 

a esprime una costante rispetto alla x. 

Sciogliendo le due equazioni trovate 

(jt'scn.x-+-^'cos.x=o, gf cos.x — ^'sen.x=« 

rispetto alle gl', y', ottengonsi le 

(p'xxa cos.x, <y~ — asen.x; 

e per tanto si conosceranno le derivate <p'. >p', quando 
si conoscerà la costante a. 

1 valori delle tp', y somministrano evidentemente 

gl"— — o'sen.x, gl"'— — a® cos.x, $J" = ci , scn.x, 

y'— — a cos.x, y'"— « 3 sen.x, y"—a*cos. x, — . 

Sostituendo questi valori delle derivate delle gl , \p 
nelle due prime equazioni qui sopraesposte, si otten- 
gono le seguenti 

/ i un ' 

sen. (x-Ht>)~sen.x-t-txi cos.x sen.x — ece. 

2 

a a 

u a 

cos. (x -+-*>) = cos.x — «a sen.x — cos.x -f-ecc. 

Moltiplicando la prima di queste ultime equazio- 
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ni per cos.x e la seconda per sen.x, e sottraendo dai 
membri della risultante dalla prima i corrispondenti 
della risultante dalla seconda, si lia 


oos . x sen . (x -«- «) — cos. (i+o) scn . x 


ossia 


sen. 6> = 


2 -3 -4 -5 


e moltiplicando la prima per sen. x e l’altra per cos. j-, 
e sommando i membri corrispondenti delle due risul- 
tanti, si ottiene la 

cos. o — i 1 — ecc. 

i a- 3- 4 

Nella prima di queste due equazioni pongasi - in 


vece dell’o, e si avrà la seguente 


I 

sen.-: 

a 


-ecc., 


2> 3 a* 5* 4* 5 
la quale manifesta, che la costante a dev’essere reale e 
positiva. 

Qualunque possa esser il valore della a, almeno 
per una serie di piccoli valori della w, il prodotto ao 
avrà valori più piccioli della unità, per cui i valori 
corrispondenti delle somme dei termini, secondo e ter- 
zo, quarto e quinto, sesto e settimo, di 

a i u i a s o s a 7 ù i 7 

a a - H . ; — ; — ; — h ecc. 

2-a 2* 3- 4 • 5 a • 3 • 4 ■ 3 • 0 • ^ 

saranno tutti negativi-, e quelli delle somme del terzo 
c quarto, quinto e sesto, settimo ed ottavo , ---sa- 
ranno tutti positivi ; e conseguentemente per tali va- 
lori dell o sarà 

. o’o* 

sen.o <Zjiu, c sen.L>^>aw i~. 
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Ma d’altronde ti ha evidentemente, tanto tT>sen.o, 
quanto 

- ... sen.’w « . 

tKTtang.w ossia « <T j— ovvero — r -<'sen.« 

I — sen. u [/( i-l-o ) 

e molto piìi 

-- 0 — <^sen.« per essere ^(i -4— «->*). 


Adunque, essendo 


I-l-W 

0 


T <^sen.o e scn.o<^a«, si avrà 


?<ftio ossia - 
H-U a 

e per essere iT>sen.ii e sen .K_>no — , avrassi 

1 a-0 

«r 3 si' I «’«■ 

*>■> «o =• ovvero -2> i — . 

2 • 3 rr b 

Ix due relazioni trovate 

1 . i ^ «V 

-<!-+-« , ->i — -, 

a a b 

esprimono che - non può essere nè maggiore nè minore 
della unita. 

Imperciocché, se - fosse maggiore della unità, e- 

guale per esempio ad i-f-m, m quantità positiva , per 
tutti i valori della o piti piccoli della J fm avrebbesi 

cioè i -+-«*, 


ciò clic è assurdo; giacché dev’essere Se poi 

fosse - minore della unità, per esempio eguale ad i — n. 
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n quantità positiva , per tutti i valori dell’ a minori di 
(i — n)[/6n avrcbbesi 

CJ* 

(i- «)’• Gn^>o*, ossia n>— r ; , e però i -n<^i- 


cioè avrebbesi 


6(i-«)* 




-<I 7T-, 

a (» 

il che è pure assurdo ; giacché per la seconda relazione 
anzi esposta dev’essere 

a' o' 

->i 7 ^ * 

a b 


Concludiamo per tanto , che la - non può essere 


nè maggiore , nè minore della unità ; e conscguente- 
mente sarà i, cioè a stessa eguale alla unità. 

Ponendo nelle derivate <f , in vece della a l’uni- 

tà, si ha la derivata di sen.x eguale a cos. jc , c quella 
di cos . x eguale a meno sen.x. Vale a dire, la derivata 
del seno della variabile è il coseno di essa, e quella del 
coseno è meno il suo seno. 

i4- Sostituendo il valore della a cioè l’ unità nelle 
equazioni 


sen.t>~ au 


cos. o : 


scn. o — o 


e cos. u =2 i 


n 5 o s 

a s o s 

2 • 5 

^ 2- 3.4.5 

a a 

a (j 

a 4 w 4 

2 

2- 5 . 4 

anno le seguenti 


« s 

2-5 ' 

2- 3- 4’ 5 

a 

O 


2 

2 . 5. 4 


ecc. 


eec., 


ecc., 
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i coi secondi membri sono i così detti sviluppi ordinari 
delle funzioni sen.u, cos. o. 

1 5 . La regola usata per trovare le derivate delle 
cinque funzioni 

x n , lx)g. x, a x , sen. x, cos.x, 

la quale consiste nel dare alla variabile un aumento, 
indi scoprire il coefficiente della prima potenza di que- 
sto aumento nello sviluppo della funzione risultante, si 
potrebbe usare per iseoprire la derivata di qualunque 
altra funzione; ma siccome il numero delle differenti 
forme di funzioni è grandissimo, per cui complicatissi- 
ma ricscirebbe la ricerca delle rispettive derivate, così 
nella lezione seguente si esporranno alcune proprietà , 
die vi sono tra le derivate di certe classi di funzioni e 
le funzioni stesse, colle quali si potranno desumere le 
derivate immediatamente dalle funzioni medesime. 

LEZIONE VI. 

Delle derivate delle funzioni composte. 

16. Una funzione di una variabile si chiamerà fun- 
zione composta , quando sarà formata effettivamente 
o si potrà supporre formata con una, o due, o più 
quantità funzioni della variabile stessa. 

Le funzioni, colle quali sarà formata effettivamen- 
te o si supporrà formata una funzione composta, si chia- 
meranno funzioni componenti di essa. 

Per evitare una stucchevole ripetizione, avverto ora 
j»er sempre, che in questa lezione, la funzione composta 
si indicherà costantemente colla y, eie sue componenti 
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colle p, q, r, e le loro rispettive derivate colle 

— ; /A /A — ; A <7 W > — 5 A A — ; 

e di nuovo avverto il principiante, die in questa lezione 
si avranno di mira le proprietà dalle quali emergono 
le regole per desumere immediatamente le derivate 
dalle funzioni, qualunque esse siano, piu die le elle t- 
tive derivate stesse, che si troveranno. 

17. Primieramente abbiasi jr— p-s-q- 4 -r-t-e.ee. , 
cioè la funzione composta sia la somma delle 

p(x), q(x), r(x), . 

Ponendo nella funzione p(x)-t-q (x)-t-r(x)-t-ecc. 
in vece della x Vx-t-u, si ha la 

p(x-t-o)-t-q{x-t-o) -t-r(x-t-u)-t-ec.c., 
il cui sviluppo evidentemente risulta 
p-t-op' - i-ecc. s-q-t-oq' -i-ecc. -1- r-4- u t* -+- eoe. 
e però sarà 

' y—p'-t-q' -*-r / -t-ecc. 

Vale a dire, la derivata della somma di piti funzioni 
è eguale alla somma delle derivate delle medesime 
funzioni. 

t’er manifestare questa proprietà si può scrivere 
pf -1- q' h- r / -i- ecc. == ( p -+- q r -+- eco. J' : 

in generale sarà anco 

^ ecc. = (p -4- q -t- r -+- ccc.)' n) 

ove la scrittura (p-t-q -t-r-t-ecc.f n) significa la deri-» 
vata n esima della somma delle funzioni p, q, r, . 

18. Sia y il prodotto di due funzioni p(x), q (x), cioè 
sia y—p(x)-q(x). 


1 


1 


1 


i 


« 


i 




» 1 
I 

f 
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■* 


Cambiando in questa funzione la x inx->-o,si ha 

p (x-4-o) • q (x-t-o) ossia (p-+-op'-+- ecc.) (q-b-oq , -t-e cc.); 

ed eseguita la moltiplicazione indicata, ed ommessi i 
termini nei quali vi sono «*, «*, ---, perché non oc- 
corrono, trovasi 

pq-t-o(/>q'- 1- qj/)- i-ecc. 

per isviluppo del prodotto p (x-t-w) • q (x-t-t>);e per 
tanto sarà 

Szzipq'-t-qf/, 


cioè la derivata del prodotto di due funzioni eguale 
alla prima di esse moltiplicata per la derivata della 
seconda, più la seconda moltiplicata per la derivata 
della prima. 


19. Abbiasi in terzo luogo y = — . 

Pongasi x h— o invece della x nella frazione 


P(-r) 

q( x V 


ed avrassi 


p(x- 


-t>) . p- 

— ossia — 


-et pf - 


q(x-\-et) q-t-et ecc. 
eseguiscasi questa divisione indicata, esi ordini il quoto 
secondo le potenze dì et di esponenti crescenti; e trovtfrussi 


7 


qp' — pq' 


4- ecc.; 


e conseguentemente sarà 

_ ap'—pq' 

7 * / 

vale a dire la derivata di una frazione eguale al pro- 
dotto del suo denominatore per la derivata del nume- 
ratore, meno il numeratore moltiplicato per la derivata 
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del denominatore, tutto diviso pel quadrato dello stesso 
suo denominatore. 

SPI 1 JC • 

Sia y— — ■ — : supposto /;=sen.x, q— cos.x, si 
J cos. x 

ha p'~ cos.x, q’z-sen.x, e però qpf-pq'z cos.’.r+sen.'xri. 

sen. x 

E conseguentemente la derivata della frazione - , 


cioè della funzione tnng. x sarò cp ' " .- 

Cosi, supposto p— cos. x, e q — sen.x; si trova la 

derivata della funzione cioè della col. x , che è 

seo.x 


sen. x 


ao. Sia ora y=:(jl(p), ove 0 esprime una funzione 
qualunque della p e questa una funzione della x. 

Sostituendo nella 0(/'(x)) in vece della x il so- 
lito binomio x-t-w, bassi 

0^/j(x- 4-«)^ ossia 0 ^p-+-op'-+- ^-//'-4-ecc.^. 

Per trovare lo sviluppo di quest’ ultima funzione, 
ordinato come occorre, si ponga 

opf 1 -- p"-+- ecc. = 0 ; 

' a 

e si avrà (p(p-+-6): indi nella equazione (5 4) 

» 

J (x -+- 1>) —f(x) -h of (x) -+- ~/"(x)-^ecc. 

si cambi la x in p, l’« in 0, ed il simbolo f nel 0 ; ed 
avrassi la seguente 

0 * 

0(p-H0) = 0(^)-+-00»- 4- — 0"(/i)-t-e cc. 

Le quantità 0' ( p ), 0" (/>), , che sono rispetto 
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alla ${/>), ciò che le f'(x) , f"(x), - -- sono (§ i) ri- 
spetto alle f(x), si chiameranno derivate prima, se- 
conda, ---della (p(p) prese rispetto alla p, per di- 
stinguerle dalle fi, fi', derivate della stessa 

<p(p(x)ì prese rispetto alla x. 

Nella equazione trovata, sostituiscasi in vece della 

2 

(J 

0 il suo valore, cioè ap'-\ — —p"~ f-ccc.; e si avrà la 
<p(/>+(ji/+ecc.)zql(]))+[op'+ccc.)fi(j>}+ - (ofi+ecc.)*fi'(p)+ecc. 


ossia 

<P (p ( x ' -*-«)) = <? (/»)-+- « f (p)p'-*-ccc. ; 


e per tanto sarà 


y=fi( P )p’. 


Vale a dire, la derivata di una funzione composta di 
una componente è eguale alla derivata della composta 
rispetto alla componente, moltiplicata per la derivata 
della componente stessa. 

Sia y~p m , cioè ip(p) consista nella potenza m esima 
della funzione p(x). 

Essendo p m formata colla p, come la x m lo è col- 
la x , la derivata fi (p) sarà formata colla p , come 
quella della x m lo è colla x; cioè sarà fi (p)~mp m ' 1 . 
Quindi avrassi 


y'xzmp 1 ”'' p 1 . 

Sem fosse—, si avrel>l>e y — I/o, ed y'— — — — ; 

3 3^ p 

vale a dire la derivata della radice quadrata di una 
funzione qualunque è eguale ad una frazione avente 
per numeratore la derivata della funzione e per deno- 
minatore il doppio della medesima radice. 

Cosi, supponendo successivamente 
^r=log./>, tang. p, cot.p, n p , sen.p, cos p 
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si trova ordinatamente 

y~—> -A-. 4-, «yi°g.a, p'cos.p, — ^/scn.n; 

p cos. p sen. p r ' r ' ' 

cioè , che la derivata del logaritmo Neperiano di una 
funzione qualunque è eguale ad una frazione avente 
per numeratore la derivata di essa e per denominatore 
essa medesima : che la derivata della tnngeute di una 
funzione è eguale ad una frazione avente per numera- 
tore la derivata di essa funzione componente e per de- 
nominatore il quadrato del suo coseno: altrettanto di- 
casi per le altre. 

Se fosse y — F (p)y Posto (p(p)~q, si avrebbe 

y = F( q) e però F'(q)q'- 

Ma è q'— <p'(p) p 1 ', quindi avrebbesi 

y = F' (7) (P) p 7 cioè / — F’(rp) Tf(p) //. 

ai. Prima di parlare delle derivate delle funzioni 
composte di più componenti , troveremo le effettive 
derivate delle funzioni semplici 

Ang. tang. x, Ang. sen.x, Ang. cos. x. 

Primieramente sia p (x) = Ang. tang. x ossia 
tang./?(x)rrx; e sarà Un%.p(x-+-u)-=.x-+-o, ovvero ($ 4) 

tang. p (x) -+- o ( tang.p (x))' -4- ccc. = x -t-w; 
equazione che dà 

(tan g.pY=i. 

„> 

Ma la derivata della tang. p è ; — , come abbiamo 

cos. p 

dianzi trovato; adunque sarà 

y 

— S — “ 1 , c conscguentemente p r z=.cos*p, ovvero 


cos. p 
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f 


I 


* 

r 


V = 


— per essere , coinè si sa , cos. p ~ 


i-t-x ’ I-t-X 

Vale a dire, la derivata doll’angolo avente per tangente 
la variabile eguaglia il quadrato del coseno dell’angolo 
stesso ; ovvero è eguale ad una frazione avente per nu- 
meratore l ’ unita e per denominatore l ’ unità più il 
quadrato della variabile tangente medesima. 

Similmente si trovano le derivate delle funzioni 

Ang.sen.X, Ang.eos.x, le quali sono 


K‘-*T 

cioè la derivata dell’angolo avente per seno la varia- 
bile è l’unità divisa pel coseno dell’angolo , e quella 
dell'angolo avente la variabile per coseno è meno 
l’unità divisa pel seno dell’angolo stesso. 

Combinando le derivate effettivamente qui esposte 
alla regola stabilita nel paragrafo antecedente per tro- 
vare quella della funzione (p(p), si comprenderà facil- 
mente, che le derivate delle funzioni 

Ang. tang./z(x), Ang. scn.iy(.r), Ang. cos.rfjr) 


»-+- p ” |/(* — qr’) ’ l/(< — Of 


si rifletta, die — - — r è il quadrato del coseno del— 

l’Ang.tang.jz, clic ^(t — </’) ò il coseno dell’Ang.sen.q, 
«1 anco che |/(i — r 1 ) è il seno dell’ Ang. cos. r. 

Le derivate di due di queste ultime tre funzioni si 
possono anco desu moie immediatamente da quella del- 
la terza di esse: farò vedere a desumere quella del- 
l’Ang. sen.x, caso particolare della seconda, da quella 
dell’ Ang. tang. p (x). 
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L'angolo avente per seno x ha 


-Tv per tan- 


|/(i— x’) 

gente, e però la derivata dell’Ang. sen. x sarà quella 
x 


dell’Ang. tang. 


l/(i— *’) 


— ossia dell’Ang. tang. p suppo- 


sto p ~ — — — — . Ma questo valore di p dà p'z r. 

Vi 1 -*! (i-x’p 

, , I s P I , 

ed i-*-» — ;, e pero ; = r ; adun- 

r I X 1-4-/» 1/(1— X) 

que la derivata della funzione Ang.scn.x 

come si è già veduto. 

Dalle derivate dell’angolo che ha per tangente , o 
per seno, o per coseno una funzione della variabile, si 
possono desumere quelle di un arco la cui tangente, od 
il cui seno, o coseno siano funzioni della variabile, 
qualunque sia il suo raggio. Per esempio, se l’arco fosse 
quello avente per seno x nella circonferenza dì rag- 


!/(■-* V 


gio c, per essere Are. sen. jr = cÀng. sen. -, la sua do*i 
rivata, per la seconda delle qui sopra esposte, risulta 

I 

c . , c 

c 77 rr C10e T77" 5 57» 

Vic ’ 

aa. Abbiasi y=zF(p, q), cioè la y sia una fun- 
zione composta delle due p(x),q(x), la quale con- 
tenga unicamente la x , che vi è ifelle p, q sue 
componenti. 

Secondo la regola generale, per trovare la derivata 
della funzione F(p(x), q (x)') , bisognerebbe cambiare 
in essa dovunque , cioè tanto nella p(x) quanto nella 
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17 (.r), la x in .r-f-6), per cui si avrebbe la 
F(p(x-+-u), q(x-*-u))\ 

indi trovare lo sviluppo di quest’ ultima funiionc, chà 
nel coefficiente d’u avrehliesi la derivata richiesta. M;i 
per facilitare la determinazione di questo sviluppo, si 
procederà col mptodo seguente. 

Nella F ( p (x), q (x)~) si porrà x-*-t> in vece ili 
quella sola x, che entra nella componente p(x)\ indi 
nel risultamento porrassi j"-wj in vece di quella sola a", 
clic sarà nella q (x) contenuta in esso; e con ciò avrassi 
evidentemente lo stesso identico risultamento , che si 
avrebbe, ponendo nella F(p(x), q(x)') il binomio x-h-o 
simultaneamente si in luogo della x contenuta nella 
p( x) che della contenuta nella q(x). 

Nella funzione F(p, q) si ponga x-\-o in vece di 
quella x, die è nella sua componente p(x)\ e si avrà la 
F( P (x -+-w), q), la quale (5 20) equivale alla 

F(p, q)-*-t>F'{p)p'-*-ccc. 

Per un momento, si rappresenti questa quantità 
con <J’ (q), e si osservi, che essa conterrà, generalmente, 
la q non solo nel primo termine, che è F(p, q), ma 
anco negli altri, essendovi in essi le derivale F(p) t 

Nella quantità y{q) pongasi x-t-u in vece di quella 
sola x , che è nella sua componente q(j r); cd avrassi la 
^(<7 (jr— *— t»)), che ($ 20) equivale alla 

i(q)-*-o<P'(q)'ì'-t-ecc. 

E<1 in questa sostituiscansi in luogo delle quantità 

t(q),V(q)> i polinomi 

F(p, q)-*-uF'(p)p' -+-ecc., F' (q)-t-ecc., 
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die tono i loro valori, ed essa si ridurrà alla seguente 
F{p, < 7 ) -t -oF'(p)p'-+- ecc. 

-+-oF'(q) q'-k-e cc., 

ouimessi tutti quei termini nei quali l’u ha almeno due 
dimensioni. 

Quest’ ultima quantità, la quale è lo sviluppo di 
ciò, che si ottiene, cambiando dovunque nella funzione 
F(p, q) la x in x-t-o, insegna, che 

y=F(p)p'-^F , (q)q'i 

cioè, che la derivata di una ^funzione composta di due 
componenti è eguale al prodotto della derivata di essa 
rispetto ad una componente per la derivata di questa 
componente, più il prodotto della derivata di essa me- 
desima rispetto all’altra componente per la derivata 
di quest’ altra componente stessa. 

a3. Sia y — F(}>,q,r), cioè la y sia una funzione 
composta di tre componenti. 

Se in questa funzione si porrà x~+~o in luogo di 
quella sola x, che è nella componente p, e nella risul- 
tante si farà un simil cambiamento per la x contenuta 
nella q, si avrà una quantità, la quale, pel paragrafo 
antecedente, sarà equivalente alla 

F (p,q,r)-*-i>F(p)p' -+-ecc. 

-t-oF(q)q'- i-ecc. : 

si denomini questa quantità risultante A (r) ; ed in 
essa si ponga il binomio x -+- o in vece della sola x 
contenuta nella sua componente r (x); e pel § ao 
avrassi la 

à-t-Bà'(r)r'-t- ecc., 


Tom. I. 
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la (pale si riduce alla seguente 

F(p,q,r)-t-up’F(p)-t-ccc. 

-*-uq' F'(q)-+- ecc. 

-t-6 > P F (r)-i-ecc., 

ponendo per le A(r), A'(r),- — i loro valori. 

La ispezione di quest’ ultima quantità, che è lo 
sviluppo di ciò che si ottiene cambiando dovunque nella 
attuale funzione composta la x inx-Ma, manifesta, che 

y = F (/') P' + F'(q)q'-*- F (r) P. 

•x\. Osservando, come sono formate le derivate delle 
F(p,q). F(p, q,r), facilmente si comprenderà, che, la 
derivata di una funzione composta di un numero qua- 
lunque di componenti, sarà la somma di tutte quello 
derivate di essa funzione, che si avranno, contemplando 
separatamente la x contenuta in ogni sua componente. 

a5. Ora si debbano trovare le derivate delle due 
funzioni 

F(p, ? W)’ f (p> q>tlp> q))- 

Posto g!(p) — q, la prima si riduce alla F (/>, q), la cui 
derivata è 

F{]>)p' + F'(q)q'. 

Ma per essere q — <fì(p), si ha q' — fi (p) [/; adunque, 
sostituendo nella F (p) p' -v- F (q) q' per q la <p(p) o 
per q' il prodotto fi (p)p 1 , si avrà 

F (j>) p' F (fi fi (p) fi, ossia (F(p) + F (fi fi(p))f>', 

per derivata della prima delle due presenti funzioni 
composte. 

Per avere la derivata della seconda , pongasi 
y(p, q) r, ed essa si cangcrà nella F(p,q,r), la cui 
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derivata è 

F'(p)p' + F'{q)q'-*-F'(r)F. 

In questa, si ponga per r la y (p, q) e per t J la 
V (!>)p' (q)q'\ e si avrà la seguente 

(F'(p)+ F (V) V (]>)) p> + (F'(q)A-F ty) $ (,,)) q> 

per derivata della F (p,q>$(p>q)y 

Così, vogliasi la derivala della funzione composta 

F(x,p,p',p", , q,q', , ), 

ove le componenti p',p", --- sono le successive deri- 
vate della p, le q',q", della q, . 

Pongasi p' — r, p" = r, , q'~t, , ; e 

si avrà la 

F{x,p, r, s, — — -, q, t, ; - — -)> 
la cui derivata (§ i!\) è 

F(x)+F(p)p'+F'(r)i J +F(s)s'+cccAF'(q)q'+F'(ty'+eccAccc. 

Ma si ha r' — p", s* =//", t'~q", ; adunque 

la derivata richiesta sarà 

F 1 (x) -+- F' (p) p’ -t- F’ (pf)p" F' (]>") p’" -+-ecc. 

F'(q)q'-*-F' (q')q"~ 4-ecc.-t-ccc. 

26. In generale, mediante la conoscenza delle Diret- 
tive derivate delle funzioni 

x m , log.x, a T , sen.x, cos x, tang. x, A.tang.x, 

e le proprietà qui sopra esposte relativamente alle deri- 
vate delle funzioni compiste, si potrà facilmente tro- 
vare la effettiva derivata di una qualunque funzione 
della x, sempre che le operazioni ad eseguirsi sulla x 
per formare la medesima funzione siano di quelle, clic 
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si debbono eseguire sulla x, per formare le medesime 
funzioni qui sopra contemplate. 

21. Dall’esposto nel $ (8 si hanno le equazioni 

lqp (n -' ì Y= qp w -*-q'p^'\ (q' p'™)'=q' p">-"-*-q" p^*\ 

(q"p (n ^')'=. qOp^ - 4 - q"'p^\ 

e però anco le 

qp™—(qp'*-"Y—q'p*- u ,q'p^ l ' , =.{q'p l **'Y—'i"p'*' n > 

q"p (IM > =.(q"p' n - 3l Y —q"'p in3 \ . 

Si sostituisca nella prima di queste equazioni in 
vece di q'p 1 "' 1 * il suo valore dato dalla seconda, nella 
risultante pongasi quello di q"p ilH,) dato dalla terza, e 
così continuisi, sino alla sostituzione del valore di 
che è (q in ~"pf — q w p\ e si avranno successiva- 
mente le 

qp in —(qp in -"Y — ( 7 > < " J,> )' 

qp (m = tip 1 "'")' — (q'p^Y )' ~ q'"p ln ^ y 

-±(q^pY^p 

cioè 

qp""d(qp m -"-q’p' n -»+q"p l *- ì ' ±q ,n -' ì pY+q'’ ,ì p, 

ove i segni degli ultimi termini saranno i superiori , 
quando n sarò dispari , e gli altri , quando n sarò pari. 
Da quest’ ultima equazione si hanno le 

p'q—(qpY—pq'^ 

p"q—(qpf — q'pì-^pq" 
p>»q=(qp»-q'p>+q»py- p q»' 
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e leciprocamcnte da queste si può facilmente desumere 
la medesima ultima trovata. 

LEZIONE VII. 

Delle derivate degli ordini superiori. 

28. Le derivate del secondo ordine, del terzo ordine, 
e quelle degli ordini successivi si chiamano derivate 
degli ordini superiori. 

Siccome la derivata del second’ ordine di una fun- 
zione qualsivoglia è la derivata prima della derivala 
del primo ordine della funzione stessa, e la derivati 
del terzo ordine è la prima di quella del secondo, ed in 
generale la derivata di un ordine qualunque è la deri- 
vata prima di quella dell’ordine immediatamente infe- 
riore; cosi si potrò determinare la derivati di qualun- 
que ordine di qualsivoglia funzione, determinando pri- 
ma quelle degli ordini inferiori, e poscia la prima del- 
l’ ultima di esse. Anzi, si potrà desumere la derivata di 
un ordine qualunque da quella dell’ordine immedia- 
tamente inferiore colle stesse regole superiormente 
esposte e dimostrate per trovare le derivate del primo 
ordine. 

Per esempio, si voglia la derivata del second’ or- 
dine della funzione A. cos. ™ — — . 

ni 

Comincio a trovare quella del primo ordine. Pon- 

. m — x .1 . . 

gasi ossia 1 x~p\ e si avrà a trovare la 

rn m ' 

derivata della funzione A. cos. p. 

Dal paragrafo vigesimo primo si ha, clic la deri- 
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vaia prima di A. cos. p è — — — ; ma per l’at- 

V( l ~~P I 

tuale valore della p risulta 

adunque la derivata prima della funzione A. cos. 


sarà 


i i , ,, ». • ■ 

— : — l/iamx — x ) ossia 

in m v \/(?mx — x) 

Passo ora a trovare la derivata prima di quest’ ul- 
tima funzione. 

Si ponga a mx — x a = q, ed essa si ridurrà alla 


V'I 


ossia alla seguente q ~~ , 


la cui derivata è — q' q~ • ovvero •- — r-j-, come risulta 
a 7 7 

dal primo esempio del § ao; c però, siccome dall’essere 
f/ = amx — x’ liassi q'—a(m — x); 
cosi la derivata richiesta sarà 


x — m 

[/(a/wx — x’)*’ 

ag. Sebbene ciò che si è detto nel principio del pa- 
ragrafo antecedente basti per trovare le derivate di 
qualunque ordine di qualsivoglia funzione, non ostante 
stimo l>ene di esporre qui le effettive derivate n esime 
di alcune di esse. 

Nel § q abbiamo già trovato 

(x m )("' — m (m — i )(m — a) — • - (m — n -4 - 1 ) x”"", 
cioè la derivata n esima di qualunque potenza della va- 
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rutilile. Cosi nel $ 9 si è trovato (Log. x)' — — ; e però 
sarà 

(Log.x) ( "' ~ d/(jr , ) (n ' ,) : 

ma, ponendo — 1 in vece d’/n, ed n — 1 in vece dell’ a 
nella derivata n esima dell’x" 1 , si ha 

(ar*) t,M, =± 1 • a- 3 (« — i)x-«; 


ud inique sarà 

(Log.x) <n> ~± 1 • a. 3 («— O^i 

ove il segno -+- vale per n impari, ed il — per n pari. 
Similmente, per essere (5 11) 

(nQ'zm'log.iz, (a :r )"zrn*(log.i?)*, (zr r ) w rra 3f (log.«) 3 , - -- 

risulta evidentissimamente (a*) 00 = a* (log. a) n . 

Si voglia , in secondo luogo , la derivata n esima 
della funzione sen. x. 

Questa funzione chiamisi y. Abbiamo veduto che 
y'-=z cos.x; e però sarà anco y'~ sen. (x -t- 5 .), ove la X 
esprime un angolo retto; giacché dalla trigonometria 
si ha, come è notissimo , il coseno di un angolo qua- 
lunque eguale al seno dell’ angolo stesso aumentato di 
un retto. 

Da_y'=zsen. (x-4-X) si ha y" eguale alla derivata 
prima della funzione composta sen. (x ).), la quale 
(5 20) è il prodotto di cos. (x-+-X) per lu derivata della 
x-+-X componente, che è V unità-, cioè si ha 

y"~ cos. (x-+-X), ovvero y"~ sen. (x -+- 2X) 

per la stessa proprietà trigonometrica anzi rammentata. 
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Così, da _)'"rrsen.(x-+- 2 X) si cara y"'— cos.(x-t-aX); 
e però sarà y"'=z sen. (x -t- 3 X). 

Similmente si trovano 

y r =zsen.(x-»-41), y r — sen.(x-+-5X), — 
e quindi per la legge ora manifestissima avrassi 
y {l " ~ sen . (x -t- n XJ. 

Facendo per la funzione cos. x ragionamenti ana- 
loghi a quelli /atti per la sen. x , risulta che la deri- 
vata n esima di essa è 

cos.(x-t-nX). 

3o. In terzo luogo, ti voglia la derivata n esima della 
funzione A.tang.x. 

Per semplicità pongasi A.tang.xz/j. Pel $ ai si avrà 
p’—coi.'p, e però anco p'~ cos. p sen. (/?— ♦— X) 

per la stessa proprietà trigonometrica usata nel para- 
grafo antecedente. 

Da p'~ cos. p sen. (p *+- X) si ha (5$ 18 , ao) 
p"— — p' sen .p sen. (jo— »— X)-+— cos .p cos. (/z— «— X) 

ossia 

p"— p’ cos. (ip -+- X) ; 

e però sarà 

p"~ co&.*p sen. (ap -t- aX). 

Così, da quest’ultimo valore di p" si desume 
p"'=ap'(— scn.pcos.psen .(ip + aX) + cos.'pcos.f a p +aX)) , 
ossia 

p'"— ip! cos. p cos. (3p -h- a X) , 

e però 

p"'~ a cos.’p sen, (5p -+- 3 X). 
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Similmente trovami 

p' r — a • 3 cos. 4 p sen. (^p -+- 4 X) , 
p r — i • 3 • 4 co s. s p sen. (5 p - 4 - 5X), 

E conseguentemente si avrà 

p""=. i • 3 • 4 (n — i)cos."/Jsen. n (p-\-X). 

5i. In ultimo vogliasi la derivata n esima del pro- 
dotto p • q, ove p, q sono entrambe funzioni della x. 

Il prodotto p q chiamisi y. Dal $ 18 si ha 
y J —p'q-\-pq': la y" , come derivata prima della 
espressione p'q -+- pq', sarà la somma delle derivale 
dei due prodotti p'q, pq', le quali sono 

p"q-*-p'q',p'q'-*-pq"i 

e però avrassi 

y"=.p"q-*-ip'q'-+-pq". 

Così, essendocela derivata prima di p" q+?.pt q' +pq" , 
sarà essa la somma delle quantità 

p'"q+p"q', ip"q'-+- 2 p'q", p>q"-*-pq">, 

che sono rispettivamente le derivate dei prodotti 
p"q, a p'q', pq"-, cioè si avrà 

y'"— p"'q -+- 3 p"<f 3 p'q" -4- p q"' . 

Qui pure, osservando come 1 ey',y",y'" sono for- 
mate colle p, q c colle loro derivate, ed anco l’analo- 
gia che ha luogo tra gli sviluppi di queste derivate e 
quelli delle potenze successive di un binomio , agevol- 
mente si comprenderà che 

y iK> z:p < *' > q+np (n ~ , ' , q'-l - l - p (M ' l q"+ • • ■+np'q" , ' lì +pq <nì . 
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5 a. Prima di terminare questa lezione faremo al- 
cune riflessioni , le quali ci occorreranno in molle 
occasioni. 

Pensando, clic, le operazioni ad eseguirsi sudi una 
funzione por desumerne la sua derivata, in ultima 
analisi sono di quelle, che si debbono eseguire sulle 
cinque funzioni 

x m , log. x, n r , sen.x, tang. x 

onde formare le rispettive derivate, facilmente si com- 
prenderà, clic la funzione derivata di una data funzio- 
ne, o sarà della medesima natura della data cioè alge- 
brica o trascendente al pari della data , ovvero che la 
derivata apparterrà ad mia classe di funzioni, la cui 
trascendenza sarà di qualche grado minore di quello 
della stessa funzione data, come accade per le funzioni 

Log. x, A. tang. x , 
le cui derivate sono 

i i 

x’ t-t-x' 

cioè algebriche, mentre le funzioni sono trascendenti. 

53. Così rammentandosi che la derivata di una co- 
stante è zero c che la derivata della somma di due 
quantità è la somma delle derivate di esse, coiuprcnde- 
rassi, che le derivate delle quantità 

(p(x), (j{(x)-l-4, 5* (•*■) — 20 , $S(x)-t-// 

sono tntle (x); cioè che le derivate di tutte quelle 
funzioni, le quali non differiscono clic di una costante, 
sono identiche fra loro, ed auco che nella derivala di 
una funzione può mancare una costante auco arbitraria 
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di quelle costituenti la finizione medesima, o ciò che 
significa lo stesso, che ogni derivazione può far isparire 
una costante. Anzi, dalle stesse due proprietà discende 
anco, che le derivate n esime di due quantità, che diffe- 
riscono di una funzione della forma 

A, -t- A. ± x -i- A3X 1 h 1- A n x”~ l , 

sono identiche, qualunque siano le costanti A t , A „- — 
A c che nella derivata n esima di una quantità posso- 
no mancare n costanti anco arbitrarie di quelle costi- 
tuenti la stessa quantità. 
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PARTE SECONDA 

EQUAZIONI ALLE DERIVATE, DERIVATE PARZIALI, DE- 
RIVATE DELLE FUNZIONI IMPLICITE, E TRASFORMA- 
ZIONI DEILE DERIVATE. 


LEZIONE PRIMA 

Delle equazioni derivate delle equazioni identiche. 

34- Se due funzioni di una stessa variabile siano o 
debbano essere eguali fra loro per qualunque valore 
della variabile, le loro derivate degli stessi ordini sa- 
ranno aneli’ esse eguali fra loro, qualunque valore si 
attribuisca alla variabile medesima. 

Le due funzioni siano F(x), <p (or); cioè abbiasi la 
equazione identica F(x)=.tp(x). 

Essendo F(x) eguale alla tp(x) per qualunque va- 
lore della x, anco F(x-+-o) sarà eguale a qi(x~t-u), 
non solo qualunque sia la x, ma anco qualunque sia 
V o aumento dato alla x stessa; cioè, avrassi l’equazione 

F(x-*-o)—<p(x- 4-4»), 

la quale, pel solito teorema, equivale alla seguente 

a a 

F(x) + u F'(x)+ f ^-F"x + ecc. zp(x)+o(p' (x}+—p"(x)+ecc. 

Questa equazione, per essere l’o quantità indeter- 
minata, somministra indipendentemente dalla x le 
F'(x) =<p ! (x), F"(x)=f"(x), - - - : 
appunto come si è dichiarato. 
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Se in vece della equazione F(x)—<p(x), si avesse 
la /(x)=0, la quale pure sussistesse qualunque fosse 
la x, con un ragionamento analogo a quello fatto 
dianzi, per dimostrare la sussistenza delle ultime equa- 
zioni esposte, si troverebbe, che debbono sussistere le 
equazioni 

/' (x) = o,f'(x)= o, f" (x) = o, 

aneli’ esse indipendentemente dalla x. 

Non solo ha luogo la proprietà esposta nel $ 53, 
cioè clic sono identiche fra loro le derivate delle fun- 
zioni, quando esse non differiscono che di una costante, 
ma ha altresì luogo la sua reciproca; vale a dire, le 
funzioni aventi derivate identiche , o sono identiche 
anch’esse, o non differiscono elle di una costante. 

Di fatto, le due funzioni F (x), (p (x) abbianole 
F' (x), <p'(x) derivate loro fra loro identiche: identiche 
pure saranno per conseguenza le 

F"(x), <p"(x); F"'(x), 0"'(x); 

Pel teorema di Taylor si hanno le due equazioni 

F(x~h-o) — F(x ) = « F'(x) F"(x) _jF"' (x)-t-ecc., 

<p(x-¥- o) — <p(x)=.ixp' (x}-4 ~j<P" (x)-t-~qf"'(x}-becc., 

i cui secondi membri sono fra loro identici, per essere le 
funzioni F'(x), F"(x), F"'(x), ordinatamente iden- 

tiche alle <p' (x),<p" (x),(p"' (x ),- — ; adunque identid sa- 
ranno anco i primi membri di esse, cioè avrassi la equa- 
zione identica 

F(x -+- 61 ) — F(x)=<p(x-+-i>) — 1 p(x), 

ossia 

F(x-+-u ) — <p(x-t-v)=:F(x) — <p(x). 



LIZTONI 


4G 

Questa ultima equazione evidentemente significa, 
die la quantità F(x)-<p(x) non cambia di valore col cam- 
biare in essa la x in x+o, ossia die non varia variando 
la x;e conscguentemente sarà essa costante. Vale a dire, 
due funzioni aventi le derivate prime identiche, o saran- 
no eguali anzi identidie esse pure, ovvero non differi- 
ranno che di una costante; proprietà molto interessante. 

Mediante questa proprietà si può molte volte sco- 
prire con facilità , se due funzioni siano fra loro eguali 
od al più differiscono di una semplice costante; purché 
le loro derivate prime siano funzioni della stessa fami- 
glia o almeno paragonabili facilmente. 

55. Vediamo, quali debbano essere i significati delle 
funzioni f (p, \Jj, perchè le equazioni 

/(x) • f(o) = f(x- +-o), <p(xo) = <p(x)-t-<p( t>), 
t^(x) ■ t/'(v)=t/>(x-+-a)-i-t/'(x— o) 

sussistano qualunque siano le quantità x, o. 

Dalla prima equazione, per l’esposto nel paragrafo 
antecedente cioè derivandola, si ottiene la 

/(") •/(*)=/' (X -<-«)» 

i cui membri divisi pei corrispondenti della prima 
stessa danno la 

/'(x) _ /'(x-+-«) 

/(x) ~ /(x- h«) ’ 
ft x ) 

la quale significa , che dev’essere ■ ~a,a costante 

rispetto alla x. 

Questa liquazione dà 

f (x) = a/(x),f (x) = fl’/(x). f" (x) = o s /(x), . 

a 

Ma è /(x-r-6»fc=/ (x)-+-<j/'(x}-4- ^-/"(x)-t-ccc. c però (Si 2 ) 
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J(x-+-i>)—e aW f(x}\ adunque sarà f(x)- f(o>)~r ttU, J(x), a 
j>eiò J(u)~e a<<> , e conseguentemente f(x) ~e“ T ; ove 
la e esprime al solito la base dei logaritmi iperbolici. 

E siccome è e nx ~(t‘ a f ; così avrassi f(x)~A x , 
dove X A esprime una costante rispetto alla x. Vale a 
dire, la funzione f deve significare una esponenziale. 
Dalla equazione f(x) • /(<■>) ~ f(x -4- w) data si Ita 
log. f(x) — h log./(«) =r log. f(x -+- t>) , 
c però (5 5 ) sarà \o".f(x)-=iax cioè f(x)~A x , come dianzi. 

La g!(xu) — tp(x)-+-(p(rj), che è la seconda equa- 
zione, sussistendo aneli' essa, qualunque siano x, u, 
somministra 

otp'(xo) <p'(x) derivandola rispetto alla x, e la 
xgt'(xo) — <p'(o) derivandola rispetto alla or 

da queste due equazioni si elimini la quantità <p'(xo), e 
si avrà l’equazione 

X(p' (x) — <J(p'(o>), 

che insegna essere x<p'(x)xzb, b costante rispetto alla x. 

Essendo (p'(x)z~, si ha 1 p"(x)z-~, (p'"(x)z^, . . . 
(5 7); e però sarà 

mi \ mi \ h » b " 5 b 
<p(x-*-o)—$(x) + o>- — — .__ecc. 

ovvero (5 9) 

gl (x-f-w) = $(x)-t-Log. -*-~ 

ove il logaritmo si intenda preso secondo il sistema 
avente per modulo b, qualsivoglia per conseguenza. 

La equazione , qui trovata , si riduce con facilità 
alla seguente 

gi(x-ì-ot) — Log. (x-+- o)~gi (x) — Log. x. 
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clic dii (5 34) 

<p(x) — Log. or— c ovvero (p (x) = Log. x -+- c ; 
ove c esprime una costante, che per altro dev’es- 
sere zero. 

Di fatto, per essere $(x)z=Log. x-+-c, si ha 
(JÌ(6>) = Log. o-4-c, ed anco q}(xa>)—Log.xo-\-c ossia 
g5(x«)=Log.x-+-Log. <u-+-c. Questi valori riducono 
la proposti equazione alla 


Log.x-t-Log. « -+-c=zLog. x-i-c-f-Log. a -+-c, 


clic dà rizzo. Quindi sarà <p(x) zzLog. x; cioè la fun- 
zione (p deve significare l’operazione logaritmica. 

Per la terza ed ultima equazione proposta , svi- 
luppasi ^(x -+-£>), p (x — o), si facciano le riduzioni ; 
c si avrà la 


o‘ o * 

ip(x)- ip(o)— 2 p(x)-*- a — ^"(x)-4-a ^ , j i^' r (x)-Hecc. 
ossia la 


e pero 


. / «* v" 








V(x) 


. 7 ■= — 7 : , -r I C CC. 

ìp(x) a«3*4 V'(jt) 
sarà una costante: chiamisi — />’, ossia 


pongasi 


^'(x)=-*W. 


e per conseguenza 

y/ r (x) — b*ip(x), y'(x)=z-b‘4,(x), — 
ed avrassi 

/ o*à’ 

— — 1 à ' -y-T " ecc - 

cioè (S i4) = 2 cos. 6 <j , e conscguentemente anco 

\p(x)~i cos. 6x. Vale a dire, per soddisfare la terza 
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equazione, la funzione y deve significare il doppio del 
coseno dell’angolo, che è il prodotto di una costante 
qualsivoglia per la quantità sulla quale si intende ese- 
guita l’operazione indicata colla stessa i p. 


LEZIONE li. 

Delle derivate parziali delle funzioni di due 
O più variabili indipendenti. 

36. Due o più variabili si dicono indipendenti l’ una 
dall’altra, quando una possa variare, senza che variino le 
altre, ovvero che esse possano ricevere variazioni ed anco 
valori, i quali non abbiano tra loro nessuna relazione. 

La F(x,y) esprima una funzione delle due varia- 
bili x,y indipendenti. Le derivate della F(x,y) prese 
rispetto alla x si indicheranno indifferentemente coi 
simboli F'{x), F"(x) , -- — F m ( x), che sono quelli 
giù usati, o coi seguenti. 

/ dF\ f d 2 F\ /d n F\ 

\dx)’ \dx Vdx"J : 
così quelle rispetto alla y si indicheranno cogli F’(y), 

F"(y), F m (y), ovvero coi 

fdF\ ( d%F \ {d*F\ 

VW’ W/’ \dy*} 

Per indicare poi la derivata presa rispetto alla y 
della F'(x), giù derivata della F(x,y) rispetto alla x, 

..... (dF'(x)\ ( d‘F \ 

useremo il simbolo — -, ) ovvero { - — — | e per 

\ dy ) \dxdyj r- 

indicare quella rispetto alla x della F'[y) scriveremo 

fdF'{y)\ ( dTF \ _ 

y ~ì f — J ovvei ° * n generale, per indica- 

le la derivata m esima rispetto alla x della n esima 
Tom. /. 4 
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rispetto alla y della F (x>y), scriveremo (*— 7— ,v— ^ 


ovvero 


Co., la sfrittimi / \ 

\ dydx m J \d x dy*dx r J 

significherà la derivata r esima rispetto alla x della 
>t esima rispetto alla y di quella funzione già derivata 
m esima rispetto alla x della funzione F(x,y). 

La determinazione di queste derivate , quando 
la F(x,y) sia individuata, non presenta nessuna diffi- 
coltà; giacché nel formare quelle rispetto ad una varia- 
bile si considera l’altra variabile come una costante. 
Per esempio, sia F(x^y) zx*y s +%x-5y. si avranno 


(£)=; ; v-, {jf)= 6xv ■ — - 

La — y-^, c ^ ie èia derivata prima rispetto alla 

y della sarà i a x*y‘, così la ^ ^ che èia 

derivata rispetto alla x della sar “ 1 2 x*^’. Vi- 

sibilmente le (^£)’ F r f l" esto esempio, 

sono identiche: tale proprietà ha luogo, qualunque fun- 
zione delle x,y sia la F(j-,y); siccome si vedrà qui sotto. 

3n. Nella funzione F(x,y) si ponga in vece del- 

la x, c si sviluppi la risultante, ed avrassi la equazione 


F{x+o,r)=:F(x,y)-s-uF'(x)- 


■ — F" (x)s--ccc. 


F(x -4- u. j) = F(x,y) -+-uf )-+- -f(x,y)-i- ccc., 
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dove le <p (x,y), f(x,y), esprimono ordinatamente 

'le F'(x),F"(x),---. 

In questa equazione, si ponga y-*-0 in luogo del- 
la y, ove 0 esprime altra quantità indeterminata ; ed 
otterrassi 

» 

F(x+o,y+0)~ F(x,y+ 0)+o<p (x,y + 0) +^f(x,y+ %ece.; 

c però, siccome ($ 4) s * hanno 
0 * 

F[x.y^~dy=.F-+-dF'(y )^ — — F"(y)-+-e cc. 
<ftx,y+0)^+d(^y+*cc.~ F'(x)+d(^^y+-<: cc., 
f(x,y-4-0)—f +-^^^-*-ecc.z/ : '"(x)-(-ecc. 


cosi sara 

F(x-*-o,y -4-0)— F-4-0 F' (y) - 


0 * 


F" (j)-t-ecc. 


. uF '(x)+ U d(t^y 


-ecc. 


a 

-t-^- F" (x) ecc. 

Similmente, ponendo y-4-0 nella funzione F(x,y) 
in vece della y, e sviluppando la risultante, bassi la 
equazione 

F(x,y -t-0)— F(x,y)-4- 0 F' (y)^-~F"(y)- 4 - ecc. 
ossia 

F(x,y -4-0) — F(x,y) -+ -Otp (x,y) -4- ^l(x,y)-4-ecc., 

dove ip, 4 ---esprimono ordinatamente 
F'(y), F"(y), ; 
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e da questa equazione, sostituendo l’x-t-o in vece del- 
la x t risulta la 

0 * 

F\x+o,y+0)zF\x+o,y) + 0tJ>(x+o,jr)+—£(x+o,y)+ecc., 
la quale si riduce alisi seguente 

3 

F(x-*~u,y -t-6)—F-+- oF'(x)-\ F”(x) -+- ccc. 




-eco. 


F"(y)-t- eec. 

2 

sostituendo in essa in vece delle quantità 

F(x-bo,y), $(x-+-o,y), l(x->-o,y), 


. i rispettivi loro sviluppi. 

Essendo, i primi membri delle due equazioni tro- 
vate, visibilmente eguali, qualunque siano le quantità, 
colle quali sotto essi formati , i secondi membri di esse 
saranno anch’essi tra loro eguali colla stessa estensio- 
ne; e però i coefficienti delle simili potenze delle u , 0 , 
che entrano in questi membri, saranno eguali, qualun- 
que siano le quantità, colle quali sono essi formati. 



coefficiente dell’ o 0 nell* uno sarà 
coefficiente dell’wtf ncH’altro, anzi 


queste due quantità saranno identiche. 

Ecco dimostrato, per qualsivoglia funzione, ciò 
che si è osservato uell’esempio esposto nel paragrafo 
antecedente. 


58. La equazione identica 
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/ d»F \_/ tPF \ 
\dxdydx J \ dydx * ) 



ed in generale si può concludere, clic la derivata m esi- 
ma rispetto alla x della derivata n esima rispetto al- 
la y della F(x,y ) non solo è identica alla derivata 
n esima rispetto alla y della m esima rispetto alla or, ma 
anco a ciascuno di quei risultamenti , che si hanno, 
formando della F(x,y) una derivata di cert’ordine ri- 
spetto alla x, di questa una derivata di cert’ ordine ri- 
spetto allay, della risultante una di certo ordine di 
nuovo rispetto alla x, ; purché alla fine siansi ese- 

guite m derivazioni rispetto alla x ed n rispetto allay. 

Per semplicità le quantità 


F’(x), F"(x), F"'{x), — ; F'(y), F"(y), F'"(y ), — ; 


/ d*F\ . ( d*F\ ( d"+*F\ ( d n,+n F\ 

\dxdy j° SSia V^vZr ) \dx m dy « J° VVer0 (^\£r »* } 


che si chiamano derivate parziali della F(x,y), le 
prime prese rispetto alla x, le secondi rispetto alla y , 
c le altre parte rispetto alla jr e parte rispetto alla y, si 
indicheranno ordinatamente coi simboli 


F’, F", F"’, — -, F„ F tl , F w , 


■ > * ! > * (ni » 


sempre che non siavi pericolo di ambiguità con altri 
simboli usati contemporaneamente ; e particolarmente 
si denomineranno, la F m) derivata in esima parziale 
rispetto alla x, la Km derivata « esima parziale rispet- 
to alla y; e lo F{"„ " si denominerà derivata (ms-n)esima 
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parziale m volte rispetto alla x ed n volte rispetto 
alla y. 

Il secondo membro di una delle due equazioni tro- 
vate (J 5^) o quello della seguente affatto equivalente 

a 

F[x~h-o,y-*-0)~F-k-oF' F"~ f-ccc. 

a 

-+-0F- 1 - od F t '-t~ecc. 

0' „ 

-4 F..-+-ecc, 

i " 

si chiamerà sviluppo della quantità F(x-t-o,y-*~0) , la 
quale si ha visibilmente, cambiando nella F(x,y) le 
x,y nei binomj x-+-t >,y-+-0. 

Questo sviluppo della F(x-*-o.y- v-0) è evidente- 
mente eguale od 

F(x-*-o,y)-+-F\T,y-t-0)- F[x,y) più o0F /~* — — F/'-t-ece. 

I?/ 

-f-— F^n-ecc ; 

e però il quadrinomio 

F(x-t-o,y-\-0) -F(x-t-o,y) —F(x,y-+-0) -t-F(x,y) 

sarà eguale ad h R , ove la R contiene gli au- 

menti o, 0 almeno a tre dimensioni. 

59 . Le proprietà esposte e dimostrate in questi ultimi 
due paragrafi si possono conseguire con tutta la gene- 
ralità col metodo seguente. 

Lo sviluppo della F[x-+-o,y-*-d) si rappresenti con 

A-t-B-*-C-*-D-^t> m 0' , P, 

dove A esprima la somma di tutti quei termini nei 
quali Yo ha un esponente minore dell’/» e la 0 minore 
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dell’ n, /ila somma di quelli nei quali la u ha esponenti 
minori dell’m e la 6 maggiori dell’n , C la somma di 
quelli nei quali l’o ha un esponente maggiore dell’m c 
la 0 minori dell’n, ed in ultimo D la somma di tutti 
quelli nei quali l’t» ha esponenti maggiori dell’m e la 0 
maggiori dell’n; c si osservi, che per una funzione qua- 
lunque dei binomi x+o,y+0 la derivata di essa di qual- 
sivoglia ordine presa rispetto alla x è identica alla deri- 
vata dello stesso ordine presa rispetto alla w, e che una 
simile proprietà ha luogo tra le derivate prese rispetto 
alla >' e quelle prese rispetto alla 0. 

La equazione 


F{x-t-o,y-^-O)-=:A-t-B-i-C-*-u m 0 n P-t-D, 

essendo identica, dà ($ 34) le quattro seguenti pure 
identiche 


dx' 

d" F\x-H>.y+0) 


dy n 


) = 


\du" / 


/d" ,+n F(x-+-o.y-i-0)'\ _ 
V dx"'dy n 


ni {in — i) 1 ■ i *n(n — i) 1 • i • P -+- 

c 


/ d”+*D 
\du m dd a 


) 

( d"'+ , 'F(x-+-u,y-i-0) \ _ 

\ dy n dx"‘ ) 

/ d m + n D \ 

n(n _ I )... 2 . I . m( „ J _ l) .__ a .l.p^^__^ J. 

In queste ultime due si faccia o~0—o, ed osservisi che 
1 Va, ° ri dellc \d¥d^) con ' is r* ori ^enti a 
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questi delle a, 0 sono nulli-, e si avranno le 

( ^^p r) = m ( m ~ « ) — * » •”(«—!)— a* 1 - P « 
( ^ r/yClx"^ ) = "(*—«)—•*• 1 •”»(”»—■) — a-i-P, 

le quali insegnano, che le due funzioni 

( d"‘*F(x,y) \ / d"+*F(x,y) \ 

\ ilx”'dy n J ' \ dy"dx"‘ ) 
sono tra loro identiche ; ed anco che P, coefficiente di 
quel termine dello sviluppo della F(x-*-o,y-*-0) nel 
quale o ha l’esponente m e 0 l’n, è 


( d^”F \ . , 


2-i-n(n — i) 3>t. 


•a*t; 


Se P fosse il coefficiente di uno qualunque di quei 
termini dello sviluppo nei quali non vi è 0 , facendo 
nella prima delle quattro equazioni trovate o=o, n=o, 
avrebl>esi esso eguale a 

/d"‘F\ , 

c se fosse esso coefficiente di uno di quelli nei quali non 
vi è l’ o , col fare nella seconda delle medesime equa- 
zioni 0 = o, in = o, si avrebbe 

4o. Ora , la F sia una funzione delle tre variabili 
X,y, z aneli’ esse indipendenti. Qui pure, per indicare 
la derivata r esima rispetto alla z, della derivata 
n esima rispetto allay, della m esima derivata della F 
presa rispetto alla x, si userà il simbolo 
/ Jn^n+rp \ 

\dx m dy n dz r 


■ 2 - 1 . 


Digitized by Google 


ni CALCOLO STBLIME 

Per essere identica la equazione 

/ d'"+”F \ _ / <f n+n F \ 
\dx m dy" ) \dy n dx m ) ’ 


^dx m dy n 
sarà pure identica la seguente 

/ \ __ / d"* n+r F \ 

\dx m dy n dz r ) \dy n dx"'dz r ) ' 
anzi , essendola 


( 1 !™+' F (m (y)\ _ fd"* r F m (y)\ 

\ dx m dz r ) \ dz T dx m ) ’ 

sarà aneo identica la 

/ tf,H-n+rp \ __ / dw+T \ 

\dx w dy n dz r ) \dy n dz r dx m )’ 

In generale si può concludere, che i risultameli ti 
di una successiva serie di derivazioni prese rispetto a 
quante variabili si vogliano saranno identici , qualun- 
que sia l'ordine tenuto; purché in fine siasi eseguito, per 
ogni variabile, lo stesso numero di derivazioni. 

4i. Nella equazione 


0Y d‘F 

~*~A dy 


F\ 

M-ecc. 

che si ha in un modo analogo a quelle trovate nel 
§ 3^, ponendo in vece della z il binomio z-t-ct, « 
quantità analoga alle u , 0, e sviluppando il secondo 
membro della risultante, trovasi 

F(x-4~o,y -t-à, z-t-a) eguale ad F(x,y, z) 


t 
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-cku\ 


'"“T 


( d'F \ 

\dxdz) a\rfy/ 


aV<rF\ 

■ J 

/>/« altri termini nei quali glilaumcnti o, 0, «, liannn 

almeno tre dimensioni. Dimodoché, denominata t\ la 

, . . . . . (dF\ JdF\ (dF\ . 

somma dei tre termini J, al J, a \d~) nCI 

quali gli aumenti u, 0, a hanno una dimensione, ed 

i a- ■ •»'(d'F\ d‘F\ . .. 

la somma dei sei — I - |, aO — — — nei quali 

jW/ \dxdyf 1 

gli a, 0, a hanno due dimensioni, ed F 3 la somma di 
quelli nei quali gli o, 0, a hanno tre dimensioni : sarà 

F{x-\-o,y-\-0, 3 -t-a) = F -+-F, -t- F t -+- F$-*-ecc . 

Da questi sviluppi si desume facilmente il polinomio 
F\x-\-o,y-y-0, z-+-a)-F[x,y~\-0, - F\x-\-o,y, z-wx) , 

-F\x~+-o,y-i-0, z}-t-J\x,y, z-+-a)-n F(x,y-i-0, z) 
-+-F(x-ht>,y, z)—F(x,y, z) 

eguale ad uffa ( - 


"ly 

dydzj 


H, 


\ilxdydz 

ove R contiene termini in ciascun dei quali gli o, 0, a, 
hanno almeno quattro dimensioni. 

Non parlo delle derivate parziali delle funzioni a 
quattro o più variabili indipendenti, ne degli sviluppi 
relativi a queste funzioni ed analoghi a quegli esposti 
per le funzioni a due e a tre variabili , perchè non si 
incontrano difficoltà, se si prescinde dalla lunghezza dei 
calcoli ; e non espongo le regole per trovare le derivate 
parziali delle funzioni composte di funzioni di due o 
più variabili indipendenti, giacché esse sono affatto ana- 
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loghe a quelle esposte e dimostrate per le funzioni com- 
poste di funzioni di una sola variabile. 

LEZIONE IH. 

Dulie equazioni ilcrivate tra due variabili 
e delle derivale ilelle relative, funzioni implicite. 

4a. Si intendano eolie x,y due variabili; ed abbiasi 
tra esse la equazione F(x,y)— 0 . 

Allorché si ba una equazione tra due variabili , è 
noto a tutti, che, a valori differenti di una di esse, cor- 
rispondono valori per l’altra, generai niente differenti 
anrh’essi l’un dall’altro, o ciò elio è lo stesso, l’iinn va- 
ria , variando l'altra, jier cui l’una è essenzialmente 
funzione dell’altra. 

Per evitare la confusione, nella equazione anzi 
ammessa , noi terremo la y per funziouc della x ; e 
chiameremo x variabile principale. 

Nella espressione F[x, y) si supponga sostituito in 
luogo della y il suo valore cavato dalla equazione 
F(x, y) — o ; e si avrà una funzione della sola x , la 
quale sarà zero, qualunque sia la x medesima, per riti 
eguagliata a zero, somministrerà una equazione effetti- 
vamente identica. 

Rappresentiamo questa equazione colla (p (x)pzo-, e 
rammentiamo! che la funzione <p(x) è la stessa F(x, y), 
purché si intenda in questa colla y la funzione della x 
data della equazione F(x, y)z=zo. 

Siccome l’equazione (p(x) — o sussiste qualunque 
sia la x; così con essa sussisteranno, pure qualunque 
sia la x, le seguenti (5 34) 

(p'(x)—o, ■p"(x)z=o, (p'"[x)~o, . 
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Ma per essere la funzione (p(x) la stessa F(x, y) , 
purché si intenda eolia y l’anzidctta funzione della x, 
le derivate <p'(x), ’p' , (x), (p"'(x), - - - sono le stesse deri- 
vate prima, seconda, terza, - - - della F(x,y). Quindi 
le derivate di questa saranno aneli’ esse nulle, qualun- 
que sia la x , sempre ohe, lo ripeto , in essa si intenda 
colla y quella funzione della x , clic è data dalla equa- 
zione medesima F(x,y) — o. 

Queste derivale della funzione composta F(x,y) 
per semplicità si indicheranno coi simboli 

F(x,yY, F(x,yf, F(x,yY", - - - 
porcili, insieme alla equazione F(x,y)~o, sussiste- 
ranno le seguenti 

F(x,y) — o, F(x,y)"=o, F(x,y/"~ o, . 

Essendo F(x, y) una funzione composta rispetto 
alla x, giacché vi é la x visibile e la y funzione della x 
medesima , sarà (5 aa) F(x,y)' eguale al binomio 
F' (x) -i- F' iyjy'', e però l’ equazione F(x, y)'~o in 
sostanza sarà la seguente 

F'(x)+yF'(y) = o. 


45. Egli è evidente, che le derivate F'(x), F'(y) sa- 
ranno in generale funzioni delle x, y. 

Per essere F\x,y)" la derivata prima della F[x.y)', 
sarà essa eguale alla derivata del binomio F'(x}+y' F’(y) 
cioè a quella di F'( x) più quella del prodotto y'F’(y). 
Ma la derivata di F' (x) è 



ossia F"-*~y F l , 


e quella di y'F'{y) è 

y'FWF^y'F,-, 
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adunque sarà 

F{x,y)"= F"+*yF'+y’’F ll -+- r "F l ; 

e conseguentemente la equazione F(x,y)"— o in so- 
stanza sarà la seguente 

Similmente si trova che la F(x,y)'"z: io è 
F'"+VF;' + 5/‘ F' //+ / 3 F w +y'F; + 5//'F„+/"FFo: 
altrettanto dicasi delle F( x,y) ,r ~o, F\x,y) r ~o, ---. 

Osservando gli sviluppi, qui trovati, delle 

F[x,y , F[x,yY", , si vede, che essi contengono 

ordinatamente \ey',y",y", ; e che in generale con- 
terranno x, y, y ; x, y, y, y'; x, y, /, y'"i ; 

e si comprende che la F\x,y) {,n , oltre la y m , conterrà 
in generale x,y,y',y', / <n ‘ ,) . 

44- Concludiamo per tanto, che le variabili x, y, 
quando abbiano la proprietà rappresentata colla equa- 
zione F(x,y)~o , avranno anco tutte quelle rappre- 
sentate colle 

F(x,y)'= o, F(x,y)"= o, F(x,y)"'—o, ---; 

o ciò che significa lo stesso , che insieme alla prima di 
queste equazioni , sussisteranno le altre, ed anco, che 
ciascuna di queste è equivalente alla prima , e però ad 
ogni altra di esse; giacché si desumono tutte dalla stessa 
prima, senza ammettere altre proprietà: dimodoché, se 
la prima rappresentasse una proprietà di una linea , le 
altre tutte rappresenterebbero proprietà della linea 
stessa. Anzi, facilmente comprenderassi , che insieme 
alla equazione l'(x,y) — o, non solo sussisteranno le 

F(x,y)'= o, F(x,yY'= o, , 
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ma anco tutte <|uellc, che si potranno ottenere, combi- 
nando queste c fra loro e colla F(x.y) — 0 stessi» in 
qualunque maniera; e che le risultanti rappresente- 
ranno tutte proprietà delle variabili aventi quella 
espressa colla F(x.y)~o. 

4 ó. Una equazione contenente una o più derivate di 
qualche variabile, si chiamerà equazione alle derivate ; 
e si dirà ordinatamente del primo ordine, del secondo 
ordine, del terzo ordine, --- se la derivata del maggior 
ordine in essa contenuta sarà la prima, la seconda, la 
terza, e però l’equazione F(x,y)'~o ed anco una 
qualunque di quelle, che si possouo ottenere, combi- 
nando questa colla F(x, y)—o, saranno equazioni alle 
derivate del primo ordine: l’equazione F(x, y)”—o , 
non die le ottenibili combinando questa con una delle 
F(x,y)zc>, F(x,y)'zo o con entrambe, sarà una equa- 
zione alle derivate del second’ ordine: e così di seguito. 

E partioolarmentc le F(x, y)'z o, F(x, y)"- o , 

che si desumono dalla F(x, y) — o colla semplice de- 
rivazione, si chiameranno equazioni derivate esatte del 
primo ordine, del secondo ordine, — della stessa equa- 
zione F(x.,y)~ o. 

46. Da una data equazione tra due variabili ed una 
costante anco arbitraria si può sempre desumerne una 
alle derivate del primo ordine, nella quale manchi la 
costante, e sia equivalente alla data. 

L’equazione data sia F(x,y, a) — o, ove la a 
esprime la costante. Con questa equazione sussisterà 
anco la seguente (§ 4 3 ) 

F(x,yY— o ossia F'(x)-*-y‘ F'{y) = o 
sua derivata prima esatta. 
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So nella equazione F( x,y, a)~o la et vi fosse iso- 
lata, evidentemente essa mancherebbe nella F\x,yY-o, 
e però la stessa derivata esatta 

F'(y)-*-y'F'(y)~o 

«irebbe l’equazione richiesta. 

Se poi nella equazione F(x,y, o)nr o la costante a 
vi sarà altrimenti, essa rimarrà anco nella F(x,yY~o: 
in questo caso, coinhineransi le equazioni 

F(x,y)—o, F(x,y)'=o 

in modo da eliminare la a, e si avrà una equazione alle 
derivate del primo ordine, equivalente alla data, e man- 
cante per conseguenza della costante medesima. 

Così, da una data equazione tra due variabili e 
due costanti anco arbitrarie, si può desumerne una alle 
«Ieri vate del second’ ordine, nella quale non vi siano le 
costanti medesime, e sia equivalente alla data. 

Di fatto, l’equazione data sia F(x,y, a, b)~o, 
ove a, b esprimono le costanti : con essa sussisteranno 
(5 4 a ) le F(x,y)'~o, F(x, y)"~ o derivate esatte del 
primo e second’ ordine. 

Ora egli è facile concepire, che, in qualunque ma- 
niera le costanti a , //entrino nella equazione data, essa si 
potrà sempre combinare colle due F(x,y)'~o, F[x,yY'~o 
in modo da eliminare le costanti medesime, e con ciò 
avere la richiesta equazione alle derivate del second’or- 
dine: anzi, questa sarebbe la stessa F[x,y)"-o, se le a, ò 
fossero nella F(x, y)~o in un sol termine separato, il 
quale avesse lu forma x(p(a, b) qualunque 

siano poi i significati delle (p, \p. 

In generale, da una data equazione tra due varia- ' 
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bili , si potrà sempre desumere una equazione alle de- 
rivate n esime, equivalente alla data, e nella quale non 
entrino n costanti, anco arbitrarie, di quelle contenute 
nella data medesima. 

Si debba trovare l’equazione alle derivate del pri- 
mo ordine, equivalente alla/ — iax-\-a'~ o, e che 
non contenga la a costante. 

Per questo esempio, si ha F—y — aax-t-a*, e però 
F’ (x) — — ia, F'(y) — i; per cui l’equazione derivata 
prima esatta sarà — Sfl+y=o , la quale dà a — \y', 
valore, che sostituito nella data medesima, somministra 
la seguente 

per equazione richiesta. 

Vogliasi anco l’equazione alle derivate del se- 
cond’ordine, equivalente alla 

x’h-/’ — a a x — 1 by = o, 
e nella quale manchino le a, b costanti. 

Essendo F^x'-^-y ' — anx — a by, si ha 
f'(x)~ix — a a, F > (y)~iy — ib, 
e però l’equazione derivata prima esatta sarà 
ax — la-t-iyy — iby 1 — o ossia x — &-*-(y — b)y~o. 

Per ottenere la derivata seconda esatta , si osservi, 
che la x nel polinomio x — a-+-(y — b)y vi è in tre 
maniere differenti, cioè nel modo visibile , nella/, ed 
anco nella/'; per cui la sua derivata ($ a 5 ) sarà eguale 
ad 1 derivata del polinomio rispetto alla sola x visibile, 
più yy ossia/ 7 * derivata di esso presa rispetto alla x 
contenuta nella/, più (/ — b)y che è la derivata del 
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medesimo polinomio rispetto alla x contenuta nella 
y> e per tanto, l’equazione derivata seconda esatta sarà 

i [y — b)y"= o. 


\ I —4— y 7 * 

Questa equazione dà b~y-\ — : valore, che 

riduce l’equazione derivata prima esatta alla 

x — a — K(i+y’)=°> 

dalla quale si desume 

a = x ~Ji ('+?")■ 

In fine, questi valori delle a, b sostituiti nella 
equazione data, riducono essa alla seguente 

x'+y'— ax(x— ^>(r-+ y ))— *y (y-+- ^-^=o 

ossia 

a (xy'—y) = « , 

la quale sarà l’equazione richiesta. 

47- Ora, si abbiano le due equazioni 

F(x, y, u) — o, /(x, y, u) = o 


fra le tre variabili x,y, u: due di queste variabili sa- 
ranno funzioni della terza: supporremo le y> u funzioni 
dell'altra cioè della x. 

Rappresentiamo colle F, f le due funzioni della 
sola x, che si ottengono, sostituendo nelle espressioni 

F (r, y, ")>/(•*> .T> u ) 

in luogo delle y, u i loro valori cavati dalle stesse 
equazioni date. 

Le funzioni F, f saranno nulle, qualunque sia la x, 
Tom. I. 5 
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anzi ciascuna delle due equazioni /•' ~ o , f— o sarà 
identica; e però identiche pure saranno (§ 54) le 

F'z -o, F" = o,---fzzo,f"—a,---. 

Ma le F, f Mino le stesse F(x,y, u), f(x,y, fi) , 
purché si intendano in queste colle y, u quelle funzioni 
della x, che si hanno per le y, u, sciogliendo le due 
equazioni date, per cui (§ a5) sarà 

F(x, y, u( — F'(x) h- F'(y)y' -+- F’(u) u ‘ , 
f(x,y, u)'~ f'(x) -f -/V)y i 

adunque le variabili x,y, u aventi le proprietà rap- 
presentate colle due equazioni 

F(x, y, n) = o , J (x. y, u) = o, 

avranno anco le proprietà rappresentate colle equa- 
zioni seguenti 

F'(x) + F'(y)y+ F’(u ) u'—o, f'(x) +f'{y)y'+f'(u)u'=o, 

non che le rappresentate colle equazioni derivate esatte 
degli ordini superiori ; ed anco quelle altre proprietà, 
che saranno rappresentale colle equazioni , che si po- 
tranno avere, combinando queste equazioni tra loro ed 
anco colle due date in qualunque maniera. 

Quello che abbiamo qui detto, per due equazioni Ira 
tre variabili, facilmente si potrà all’occorrenzu estendere 
ad un numero qualunque di equazioni, purché il numero 
delle variabili superi di uno quello delle equazioni stesse. 

48. Sin qui si è supposto, che le equazioni contenes- 
sero le variabili in un modo affatto individuato; ora 
darò un cenno delle derivate di quelle equazioni nelle 
quali entrano funzioni, che non sono individuate; come 
suole accadere, quando queste siano funzioni incognite. 
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Si abbia la equazione 

F(x, y t P, Q, — ) — o, 

ove le P, Q, --- esprimono funzioni qualsivogliono 
ilella x. 

Se in questa equazione si ponesse in luogo della y 
il suo valore tratto dalla equazione medesima , il «piale 
sarebbe formato colle x, P, Q, - - - , si avrebbe una 
equazione tutta formati! colle ar, P, Q, - - - , la quale 
sarchile identica. Quindi con essa sussisterebbero anco 
le sue derivate, la prima delle «pali è (§ a4) . 

F'(x)+F'(y)(y'(x)+y'(P) P ' -+- y’(Q) O' + ecc.) 

F'( P) P'-*-F'(Q) Q' -4- eco. — o 

ossia 

F'(x)+-F'(y)y’-*-F'(P) P'-+-F'(Q) Q'-a-ecc — o 

ritenuto che^' esprima la y'(x)+y'(P)P'+y'{Q)Q'+ecc. 
cioè la derivata della funzione composta y data dalla 
equazione proposta. 11 simbolo y'(x ) qui usato esprime 
la derivuta della y parziale rispetto a quella sola x, la 
«pale c visibile nella equazione proposta medesima. 

Se fosse F~y — P m , cioè se si avesse la equazione 
y — P"'~ o, la sua derivata prima esatti sarebbe 
y' — mP’ n ~ ì P’— o. Questa combinata colla y — f""=:o 
in modo da eliminale P m dà 

y P— mP' y — o, 

la quale non contiene la funzione composta P m . 

Così, se fosse F~y — e p xio, e però y' — c p p'zx. o 
la derivata prima esatta, eliminando la funzione e p , 
si avreblie la 

y — yp'—o. 
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In generale, dn una equazione tra due variabili ed 
una individuata funzione composta di una sola compo- 
nente, si potrà desumerne una equivalente ed alle deri- 
vate, la quale non contenga la funzione composta me- 
desima ; ciò che riesce utile in molte occasioni. 

Dal qui esposto emerge un’altra regola per tro- 
vare la equazione alle derivate del secondo ordine otte- 
nuta nel § 46 coll’ eliminare le costanti a, b dalle tre 


F(x,y , a, b)~ o, F(x,y)'=o, F(x, y)" zr o. 

Si combinino le due prime di queste medesime tre 
equazioni talmente da eliminare una delle due costanti, 
jier esempio da eliminare la a, ed abbiasi la 

P( x ,y,y, /')=o. 


Per ciò che abbiamo veduto dianzi insieme a questa 
equazione sussisterà anco la seguente 


dove il binomio esprime la de- 


rivata rispetto alla x esistente nel valore della y, 
dato dalla equazione P(x,y,y', b)—o, valore com- 
posto evidentemente della x visibile e di quella esi- 
stente nella y'. 

Ma per essere il valore della y desunto dalla equa- 
zione P(x,y,y', b)—a eguale, qualunque sia la x, a 
quello desunto dalla F(x, y, a, b) = o , le derivate 



sono identiche anzi 


le stesse y", y 1 derivate della y data dalla equazione 
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F(x,y, a, b)~ o; adunque la equazione derivata esalta 
della r(x,y,y', b'fxzo, e dianzi trovata, sarà in sostanza 

P’(x) -+- F(y)y’ h- P'(y')y" - o. 

Ora si combini questa equazione alla stessa P(xy,y J ,b)~n, 
se occorre, talmente da eliminare la b ed avrassi una 
equazione alle derivate del second’ordine, la quale sarà 
nella essenza quella trovata altrimenti al $ 4*J ; giacché 
i valori della y' desunti da entrambe debbono essere 
identici affatto tra loro. 

E qui si rifletta anticipatamente, che si ammetterà, 
siccome lia luogo, (he una equazione alle derivate, qua- 
lunque essa sia , si possa desumere da una tra le sem- 
plici variabili; per cui si riterrà la funzione 

(ÈM$)(È> . 

derivata del valore della y desunto da essa, identica al- 
la y' contenuta nell’equazione medesima. 

4q. Quando una quantità è funzione di un'altra o 
pei rispettivi loro signiflcati o per una proprietà am- 
messa , ma non sia conosciuto in che modo è formata 
con quest’altea , essa si chiama funzione implicita di 
quest’altea medesima. Moltissime sono le specie diffe- 
renti delle funzioni implicite: qui parleremo delle de- 
rivate di quelle, che si presentano , contemplando una 
equazione tra due variabili , o due equazioni fra tre 

variabili , . Allorché si ha una equazione tra due 

variabili, l’una é, come si è già detto, necessariamente 
funzione dell’altra: coà, quando hansi due equazioni 
fra tre variabili , due di esse sono funzioni della terza ; 
ed in generale, se si hanno più equazioni, nelle quali 
vi siano tante variabili, quante sono le equazioni ine- 
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desi me più uno, necessariamente di una di queste va- 
riabili saranno funzioni tutte le altre; e tutte queste 
funzioni saranno puramente implicite, a meno cliè si 
sciogliessero le equazioni stesse rispetto alle variabili 
considerate funzioni dell’altra, per cui diverrebbero 
esse altrettante funzioni esplicite. 

Primieramente determiniamo la derivata della y, 
supposto data la equazione F(x,y)~ o; cioè troviamo 
quella funzione delle variabili x, y, che rappresenta la 
derivata prima della funzione implicita y. 

Per ciò che abbiamo veduto al 5 4 3 » insieme alla 
equazione data, sussisterò anco la seguente, che è la sua 
derivata prima esatta, 

F'(x)-+-y F'(y)~ o, 


la quale somministra immediatamente 

F'(y) ’ 

cioè la funzione delle x, y derivata richiesta. 

Per avere la derivata seconda della stessa y, ba- 
sterebbe trovare l’equazione derivata seconda esatta 
della medesima equazione data , c porre in essa per y' 
il suo valore qui esposto, che l’equazione risultante, 
sciolta rispetto alla y" , dareblie la derivata seconda 
richiesta. 

Similmente, si potrebbe procedere per avere le 
derivate della y degli ordini più alti : comunemente 
però, trovata la derivata prima, per avere le derivate 
degli ordini superiori proccdesi col metodo seguente. 
F'(x) 


La frazione ■ 


F'(y) 


, che è funzione delle x, y, si 


rappresenti colla f(x,y), eioè suppongasi y' ~ f(x. r). 
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Da questo valore «Iella y' si ha (§ aa) 
y"—f{x)+-y'f{y)\ e però sarà y"=f'(x)-*-f'(y)f(x,y). 

Questa funzione delle x, y, valore della y'' , si 
esprima colla (f[x, y). Essendo y" ~tp(x, y) , linssi 
y"' ~ f(x) -t-y' <p’(y) , ovvero 

y"'= f( x ) ■+■ $'(y) <P (<*> y)- 

Analogamente potransi avere le funzioni delle x,y 
derivate della y degli altri ordini superiori. 

50. Se la equazione data tra le x, y fosse 

F{x,y, p,q, )— o, 

ove le p, q, esprimono funzioni qualsivogliono 

della sola x ; la equazione derivata prima esatta di 
essa (§ 48) sarebbe 

F'(x) F'(y) y' -+- F'(p)p' -t-F'(q) q' -+~ ecc. = o , 

la quale dà 

y> = -(F'(x)+F'(p)p'-*-F'(q)q'-*- ecc.) : F'(y). 

Non dico, come bisognerebbe regolarsi per trovare 
le derivate superiori; perchè ciò è facile immaginarsi. 

51. In secondo luogo, si vogliano le derivate prese 
rispetto alla x, delle y, u funzioni implicite, essendo 
date le due equazioni 

F(x , y, u)—o, J\x, y, u)-o-, 

cioè si vogliano quelle funzioni delle x,y, u, che rap- 
presentano le derivate richieste. 

Si hanno le due equazioni (§ 47 ) ' 
F’(x)^F'(y)+u'F>(u)=o,f(x)+y>f(y)+u>f(i')-=z<n 
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le quali, sciolte rispetto alle y 1 , u! danno 

,_F'(x)f(u)-F'(u)r(x) F'(x)r(y)-F'(y\r(xì 

y ~F l {u]f{y)-F'{y)f W ~ F'(u)f>(y)-F'(y)f'(u)' 

cioè le funzioni delle x,y, u, clic sono le derivate y', u' 
richieste. 

In temo ed ultimo luogo , si osservi , che, date n 
equazioni tra n-i-i variabili, si potranno trovare le de- 
rivate di odi esse prese rispetto all’altra, e ciò mediante 
le n equazioni derivate prime esatte delle n date. Tutto 
questo, ed anco la ricerca delle derivate degli ordini 
superiori non presenta nessuna difficoltà , e però se ne 
tralascia lo sviluppo. 

LEZIONE IV. 

Delle equazioni derivate parziali , e delle derivate 
delle relative, funzioni implicite ed altre proprietà 
dipendenti. 

5j. Si abbia la equazione F(x,y, u)~ o: una delle 
variabili x,y, u sarà necessariamente funzione delle al- 
tre due: noi terremo la u funzione delle x, y e queste 
indipendenti l’una dall'altra. 

Si intenda colla F la quantità, che si avrebbe, po- 
nendo nella F(x, y, u) in vece della u il suo valore ca- 
vato dalla equazione F(x,y, u)~o ; e sarà F nulla, 
indipendentemente sì dalla X che dalla y; e conseguen- 
temente nulla pure sarà ogni sua derivata parziale presa 
rispetto alla or, od alla y, od in parte rispetto alla x cd 
in parte rispetto alla y, cioè insieme alla equazione 
F~o avranno luogo anco le 

F'—o, F, rro; F" = o, F',-=zo, F,,— :o; . 
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Concludasi per tanto, che insieme alla equazione 
F(x,y, u)—n sussisteranno le Seguenti 

F' (x) + F'(u)u'— o, F'ly)t-F'(u)u,~ o; 

F"(x) +2 ( U '+F"{u) u'‘+F'(u)u"=o, 

F "b1 +a (^£) u ' +*’"(«)«; + F '( u ) “"=<>•> 

— — — — . — — — — — — — — — — — . — * 

purché in esse si intenda colla u quella funzione delle 
x, y avente la proprietà espressa colla stessa equazione 
data: anzi, sussisteranno anco tutte quelle equazioni , 
che si potranno desumere, combinando queste mede- 
sime eolia stessa data e tra loro. 

Una equazione la quale contenga due , o più deri- 
vate parziali, chiamasi equazione alle derivate parziali ; 
e si chiama del primo ordine , del second’ ordine , — - 
secondochè la derivata parziale del maggior ordine in 
essa esistente sia del primo ordine, del secondo ordi- 
ne, E particolarmente, le due prime delle equa- 
zioni dianzi esposte si chiamano equazioni derivale 
prime parziali esatte : le tre seguenti chiamami 
equazioni derivate seconde parziali esatte: c così via 
discorrendo. 

53. Le due equazioni derivate prime parziali esatte 
F'(x)-t- F'(u)u' ~o, F'{y) -+- F'(u) u t ~o 

a , F '( x ) F 'Lr) 

danno u ' — iT ~ , u — — ~ , 

/•'(i/) ' F'(n)’ 

cioè quelle funzioni delle x,y, «, che sono le derivate 
prime parziali della u funzione implicita, clic entra nella 
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equazione data F(x,y, u)~o. Cosi, sostituendo nelle 
equazioni derivate seconde parziali esatte in luogo delle 
u', u ! ■ loro valori trovati , si linnno tre equazioni , le 
quali sciolte rispetto alle ti", u ' r , u n danno, i valori di 
queste derivate formati eolie sole variabili x,y, u. 

Analogamente operando, si potranno avere quelle 
funzioni delle X,y, », clic esprimono le derivate parziali 
della u degli ordini più alti. 

54- Se nella equazione F(x,y, u)~o vi fossero due 
costanti, combinando essa colle sue due derivate prime 
parziali esatte in maniera da eliminare le medesime co- 
stanti, avrebliesi una equazione alle derivale parziali del 
primo ordine, equivalente alla data, nella quale non vi 
sarebbe traccia visibile delle costanti stes,c. 

Se nella equazione F(x,y, u)~o vi fossero cinque 
costanti, si potrebbe combinate colle sue derivate prime 
e seconde parziali esatte in modo da eliminarle ; c però 
si potrà sempre trovare una equazione alle derivate par- 
ziali del second’ ordine, equivalente ad una fra tre va- 
riabili e cinque costanti arbitrarie , la quale non con- 
tenga queste medesime costanti. 

In generale, se nella F(x, y, u) — a vi saranno 
tante costanti, che il loro numero non sia maggiore di 
(n-t-i) («-+- 2 ) . 

— 1 , si potrà sempre trovare una equa- 
zione ad essa equivalente, la quale non contenga nes- 
suna di queste costanti , e sia alle derivati; parziali del- 
l’ordine n esimo. 

Abbiasi per esempio 

F(x, y,u)=zu— a x — by—f (a, l) — o , 

dove la f(a , b) esprime una funzione qualunque delle 
a, b costanti. 
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Le due equazioni derivate esatte prime parziali sa- 
ranno 

u' — a — o, Uj — b~o. 

Queste tre equazioni , combinate in modo da eliminare 
le a, b, danno la 

u—xu'—yu t —f(u', ttJ = o 

alle dai va te parziali del primo ordine ed equivalente 
o corrispondente alla data. 

55. Nella equazione F(x,y, u)—o, ora vi sia la <p(p) 
funzione anco arbitraria della p, la quale p esprima una 
funzione delle x, y, u. 

Onde manifestare queste proprietà, scrivasi l’equa- 
zione in quest’ altro modo 

F{x,y, u, <p{p(x,y, «))) = o: 

con essa sussisteranno le due 

F'(x) ■+- F'(u) u> -4- F'(fp) (f(p) (p’(x) -+- p'(u) u>) = o , 

F '{y) -+- ", -+- F '(<Pì <P'(pì (p'iy) -+- p'(“) ",) = o , 

che sono le sue derivate prime parziali esatte. 

Si combinino queste ultime due talmente da eli- 
minare la <p'(p ) , e la risultante si combini colla data 
in mo<lo da eliminare la <fi(p) , qualora essa non sia già 
sparita, ed avrassi una equazione alle derivate parziali 
del primo ordine, che non conterrà traccia apparente 
della (p(p) funzione della p\ e sarà equivalente o corri- 
spondente alla data 

F {x,y,\u, <p (/;)) — o. 

Se nella equazione tra le variabili jr,/, u vi fossero 
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tp(p), ip(q) funzioni anco arbitrarie l’una della p e l’al- 
tra della q , e le p, q funzioni delle x, y, u fossero 
differenti l’ima dall’altra; volendo una equazione alle 
derivate equivalente alla data o meglio conseguenza 
«Iella data medesima e che non contenga le $(p), <p(q) 
nè le loro derivate , bisognerà ricorrere alle equazioni 
derivate parziali esatte del primo, secondo, e terzo or- 
dine. Se poi le funzioni p, q fossero identiche , basterà 
ricorrere a quelle del second’ ordine. 

Di fatto, la equazione 

F(x,y, », ^(/>)) = o; 

e le sue derivate parziali prime esatte saranno 

Combinando queste in modo da eliminare il binomio 
F'm'( P )+F<m'(p), 

c la risultante alla data talmente da eliminare 1’ una o 
l’altra delle (p(]>), ’J'(p) > s * ottiene una equazione tra 
le x, y, », u', », ed una sola delle funzioni arbitra- 
rie; c però, combinando queste alle sue due derivate 
purziali prime esatte, polrassi sempre eliminare la fun- 
zione rimasta ed anco la sua derivala rispetto alla p, ed 
ottenere una equazione tra le x, y, », »', », , u", »J , ti„ 
equivalente o conseguenza della data , e clic non con- 
tenga le funzioni <p(p), ip(p) nè derivate di esse. 

56. Si abbia la equazione F(x,y, z, u)~o tra le quat- 
tro variabili x,y, z, u; una di esse sarà funzione «Ielle 
altre tre, e queste saranno indipendenti l’una dall - al- 
tra : terremo la u come funzione delle x, y. t. 


Digitized by Google 



DI CALCOLO SUISLIME •J’J 

So nella F(x,y , z, u) — o si ritiene la variabile « 
come funzione implicita, con essa avranno luogo le tre 
seguenti » 


**'(*) F 'M F '(“)(^) — °’ 


**(=)- 


FM U) = ?' 


che si chiamano equazioni sue derivate prime parziali 
esatte : avranno luogo anco le derivate parziali esatte 
di queste prese rispetto alle x, jr, z, non che le derivate 
parziali delle successivamente risultanti; anzi insieme a 
queste equazioni sussisteranno tutte le risultanti da com- 
binazioni fatte con esse. 

Dalle tre equazioni trovate effettivamente, si hanno 


valori delle derivate ( 


fdu 

\dx 


)•(£)• (È)' fo ™"“ 


colle x, y, z, u ; e dalle equazioni derivate parziali 
esatte degli ordini superiori potrnnsi desumere gli ana- 
loghi valori delleg^), (~£), --- 


5^. Molte sono le combinazioni , che si possono fare 
della equazione F(x,y,z,u) — o colle sue derivate 
parziali esatte ; quelle però che occorrono spesse 
volte consistono nell’ eliminare o costanti o fun- 
zioni esistenti nella F(x, y, z, u) — o , onde avere 
equazioni alle derivate parziali conseguenze di questa 
medesima. 

Sebbene in queste ricerche non si incontrino dif- 
ficoltà , non ostante , credo bene di indicale , come si 
possa trovare una equazione tra le 


*,y, s> ", 


d u\ /du\ fdu\ 
dx)’ \dy)' \dz/’ 
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la quale sia conseguenza della data 

F{x,y, s, u, rp(p, q)) — o, 

c non contenga la funzione <p(p,q) nè le fp'(p), <p'(q) sue 
derivate prese rispetto alle p, q quantità entrambe fun- 
zioni delle x, y, z, u. 

Insieme alla equazione F(x,y, z, u, <p(p, q )) — o 
sussistono anco le tre 

-+-F'(gf)ip'(qì^q'(x)-hq'(u)^^ o , 


+F'(fW(q)(j'(y)+q'(u)(~) j=o , 

-*-F'(<fW(q^q'(z) -+-7'(“)(^) )= o ; 

c però combinando queste alla data talmente da eli- 
minare le tre quantità ql(p, q), <f(p), <p'(q), ciò che è 
sempre [tossibile , nvrassi una equazione formata colle 


x, y, z, u 


d u\ / d u\ / d u\ 
dx)’ \dfrj’ \dì)’ 


la quale , non contenendo le (p, <p'(q) , ed essendo 

una conseguenza della data, surà la richiesta. 

58. Credo questo il luogo di esporre alcune proprietà 
relative alle funzioni di più variabili. 

Suppongasi F(x+o,y-*-0 , — )— F- 1 - F, F, -+-cc <- , 
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ove le F, , F, , esprimono ordinatamente le somme 

di quei termini dello sviluppo della F(x-+-u,y-t-0 , — ), 
nei quali u, 0, --- hanno una, due, tre, --- dimen- 
sioni , analogamente al § 4>- E nelle stesse quantità 

F , , F a , , che sono altrettante funzioni delle x,y, , 

pongnnsi x-\-o,y- t-0, rispettivamente in luogo delle 

X,y,-~-\ ed ahbiansi 

F, (x , y -+- 0, - — )— F, -t- F lll -+-eec., 

F a (x -+- fj, y -+- 0, )=F,- 1 - F a>1 -+- eec. , 

F$(x -h- o, y -+- 0, )rFj+ F 3> , -t- ecc. 


<love le F ut , F Si , , F 3jI , sono rispetto alle 

F, , F a , F 3 , - - - ciò che la F, è rispetto alla F. 

Le quantità F a , F 3 , F^,---sono eguali anzi iden- 
tiche ordinatamente alle seguenti ìF x>1 , jF ajl ,^F 3il , — . 

Sostituendo x-\-io, y-\-iO , in vece delle 

x, y, — - esistenti nelle funzioni 

F(x, y j — — — ), F i (X) y , — — — )> F a [x , y , — )> — — — 

e sviluppando le risultanti , si hanno evidentemente le 
equazioni 

F (x-t-io, y-i-i 0, )— F -4- /F,-t-i , F I -t-i 3 F 3 -t-ecc> 

F,(jm- i o, y-h i 0, ~ -)=r F,-s- i F, ,,-f-ec c., 

F a Lc-+- io,y-v-i0, ) — F a - 4- t F a> , -t- ecc., 


dulia prima delle quali , cambiando in essa le x, y, 

ordinatamente nei binomj x-t-iaa,y-t-ida, , si ha 

F[x-*-ioa-t-io, y-t-iOa-+-i0 , — ) eguale ad 
F(x-*-iau, y-^-ia0, — ) -e- i F, (x -+- io*>, y-*-io.0, — ) 
-+- i J F a (.r -+-ia.o, y-+-iaO, ---)■+■ ecc. 
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ossia , per le altre equazioni dianzi esposte , eguale ad 
F-t- i a F, -*- »* a* F, -t- ecc. più i(F t -t-ia F ltl -t-ecc.) 
più i*(F, -+- i ocF, |t -i- ecc.) piìeecc. 

cioè bassi 

F(x-r-i(i -+-«)«, y-*-i(t-¥-a.)d, ) — 

F-4-iF I -+-t*F,-t-ecc.-t-oi(iF I -t-i'’F I)1 -»-i 3 F,, l -*-ecc.)-i-ecc. 
Nella stessa funzione F(x, y, - - -) si pongano 

x ,• ( ! _4_ a ) a, y -+- i( i -+- a) 0, ordinatamente in 

vece delle x,y, ; e sviluppisi la risultante, ed anco 

ordinisi lo sviluppo secondo le potenze della oc di espo- 
nenti crescenti ; e si avrà 

F(x-r-i(i — t— oc) g>, y-t-i(i -+-«) à, ) = 

F-f-i F, -t-i*F 1 -4-ecc.-4-oc( i F, -t-i* - 2 F,-+-i 3 • 5 F 3 -+-ecc. )-+-ecc. 

Eguagliando tra loro i due sviluppi trovati della 
quantità F(x-+-i( I -+-«)«>, y-t-i(l -+-0)9 ,- -•*)> ed 
osservando , che sono eguali , qualunque sia l’ a , si ha 
evidentemente l’equazione 

iF, -t-i’F,,, -4— i 3 F,,, -r-i'ÌF 3(I -4-ecc.= 
i F, -*- »* • aF a -+- i 3 ■ 3F 3 -4-»^ • 4^4 -+- ecc. 
la quale, sussistendo qualunque sia la t, dà le seguenti 

aFj^F,.,, 3 F 3 ~F 2lI , 4*< = *3,.» 5 

e però le quantità F, , F 3 , F4 , saranno eguali anzi 

identiche ordinatamente alle 3 F M , jF s>l , ^F 3>l , - — : 
appunto come si dichiarato. 

59. Nella equazione 

F(x-*-o,y-*-0, ) = F-»~ F, F, -t- F 3 -r- ecc. 

si pongano i prodotti so,sd, in luogo degli «, 0, , 


Digilized by Google 



DI CALOOLO SUBLIMI; B( 

ove l’j esprime una nuova variabile; e si avrà la 
F (x -t- so,y -t-sO, — )~ F-t~s F l -*~s , F t » 5 /’ 3 eco. 

la quale, sussistendo qualunque sia la s, dà le ($ 34) 


Queste equazioni, col fare in esse j = 0 , somministrano 
le quantità .F,, F,, F3, - -- eguali ordinatamente ai 
valori, corrispondenti alla s — o, delle seguenti 
/ dF(x ■+• so, ) \ 1 ( d‘F[x-*- su, )\ 

V ds )’ a\ d? /’ 

: ( ' dP F(x-\-su, )\ 

a~3 V d? ) 

eri in generale la F n , somma di quei termini dello svi- 
luppo della funzione F(x-*-o,y-\-0, ) in ciascun dei 

quali la dimensione degli aumenti 0 , 0, è n , sarà 

eguale al valore, corrispondente alla r = o, della 




d n F(x-*-su, y-*~s 6, 


0 - 


A proposito di queste relazioni si può anco osser- 
vare , cbe le derivate prime, prese rispetto alla s , delle 
funzioni 


P{x*suy+sO,— -),F l (x+so,y+sO,-~),FJ(x*su,y+sO,— 

sono ordinatamente i risultamenti, che Uansi, ponendo 

nelle quantità F.,— F,, — — tF$,-~- in luogo delle 

x,y, i binomj x-t -su,y-t-sO, 

Tom. I. 6 
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Go. J.a F{x,y, z, — ) sia funzione omogenea «Ielle 
,r, y, s, - -- c della dimensione n : la equazione 

F(xt,yt, zt, -—) = t”F(x,y, z, — ) 
snrù identica; e però (5 54) tale sarò pure la 
xF’( xt) -+-yF'(yt) -t- : F'(zt) -4- eer. = n/"' 1 Ffx.y, s, - — ) 
sua derivata rispetto alla t. 

In questa equazione si faccia /= i , ed osservisi 

die le F'(xl), F'(yl), F'(zt), si riducono alle 

F'(x), F’(y), F'(z), derivate della F(x, y, z, ); 

c si avrà la equazione identica 

xF\x) -t -yF'(y) -+- = F'(z) -4- ecc. = n F(x, y, s, — -). 

Ma xF'(.r) -+-yF'(y) e F'(”) ecc. è ciò clic si La 

cambiando nella x* F'(x)-+-y F'(y)~+-z?F'(z)-i-ccc. le 

jF,y\ ~ , ordinatamente in x.y, z, ; adunque, 

se nella derivata della F(x. y. z, ---) prosa rispetto ad 

una variabile contenuta nelle x,y , s, , si cambiano 

le derivate delle variabili x. y, z, --- rispettivamente 
nelle variabili stesse, si ba un risultamento identico al 
prodotto della funzione medesima F(x, y, z, — -) pel 
numero indicante la sua dimensione; utile e singolare 
proprietà. 

Gì. Accade talvolta, clic si ha una funzione od una 
equazione contenente due o più quantità, le quali sono 
o si debbono considerare funzioni di una medesima 
variabile, ed occorrono le derivate della funzione prese 
rispetto a questa variabile stessa contemplata in tutte le 
anzidettc quantità componenti la funzione o l'equazione: 
tali derivate si chiameranno derivale totali. 

Cosi, il Irimonio Tl 1 (x)x'-t-(p 1 {y)y'~t-(p'{z)z’ èia 
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derivata prima totale della funzione (a*, y, s) presa 
rispetto ad una variabile della quale sono funzioni 
anco arbitrarie le x, y, z: e la 

x'F'(.r) -^y'F'(y) -i- z'F'(z) = o 

è l’equazionederivata pri ma esatta totale della/' (x^,z)zo 
presa rispetto ad una variabile di cui le x, y, z sono 
funzioni aventi la relazione rappresentata colla mede- 
sima F(x,y, z) — 0 . 

Non parlo di queste derivate, perciò nessuna diffi- 
coltà presentano, siccome si vedrà occorrendo. 

LEZIONE V. 

Delle trasformazioni delle derivate ordinarie. 

6a.La u rappresenti una funzione della x, e la x una 
funzione della / altra variabile; c nella u vi sia solamen- 
te quella t, che vi è nella x contenuta nella u stessa. 

Se nella ksì cambiasse la x in x-+-o, e si trovasse 
lo sviluppo della quantità risultante, nel coefficiente 
della prima potenza della u avrebbesi la derivata della 
u rispetto alla x, nel doppio del coefficiente della o* 
avrebbesi In derivata seconda d ’ u rispetto alla x me- 
desima , ecc. Se in vece nella u si cambiasse la 
t in t->-0, e della quantità risultante si trovasse lo 
sviluppo ordinato secondo le potenze della d d’esponenti 
crescenti, nel coefficiente di 0 avrebbesi la derivata pri- 
ma della u presa rispetto alla t , nel doppio di quello 
di 0 1 avrebbesi la derivata seconda della « presa ri- 
spetto alla t stessa, ecc. Fra queste derivate della u 
prese rispetto alla t, e le antecedenti derivate della u 
stessa prese rispetto alla x, vi sono alcune relazioni 
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sommamente interessanti : la esposizione e le dimostra- 
zioni di queste relazioni formano lo scopo principale 
della presente lezione. 

Egli è evidente, che le derivate della u prese ri- 
spetto alla ar, essendo altrettante funzioni della x, sa- 
ranno anco funzioni della t. 

l'er semplicità, le derivate della u rispetto alla x 
si indicheranno qui coi simboli u' (x), n" (x), u"' (x), — 
e quelle della u e della x stessa prese rispetto alla / coi 
seguenti 

u‘, u", u'", x', x", x"', ; 


anzi, per un momento le n'(x), u" (x), u'" (x), si 

denomineranno ordinatamente . 

Le quantità u,p,q,r , essendo tutte funzioni della 

x, e la x una funzione della /, esse saranno altrettante fun- 
zioni composte della /; e però la derivata prima rispetto 
alla t di ciascuna di esse sarà ($ ao) il prodotto della 
sua derivata rispetto alla x funzione componente per 
quella della x rispetto alla/; cioè si avranno le equazioni 


u'~u'(x)xf , p'—pf(x)x > , q'z=U]'(x)x', r*— r'(x)x / , ossia 

u'—pjS, p r =u]x', q’—rx?, r'—fx', , 

le quali danno le 

u> p> cf - / 

P=7’ (ì =s’ r = 


ovvero 



gli apici , qui posti sulle |>aientesi , significano le deri- 
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vate rispetto alla t delle quantità scritte fra le parentesi 
stesse. 

Ora si rimettano in luogo delle p,q,r,--~ le deri- 
vate u' (x), u" (or), u'" (x), con esse rappresentate; e 

si avranno le equazioni 



Ecco le relazioni clic hanno luogo tra le derivate 
della u rispetto alla re le derivate della u stessa ri- 
spetto alla t. 

n 1 e i ( «'V x>u " — lix " - j, 

63. Dal J ir) si ha I — 1 “ ; c pero sarà 

xf u n u! 

u" (x) ~ - . Sostituendo questo valore della 

n"(x) ossia di —j ) nell’esposto valore del la u'"(x), si ha 

“ '<*»=?(, — )• 

e questo pel medesimo paragrafo citato, è eguale ad 

i / .r’’ (x'u" - u'x")’ - (.r’u" - u'x'') (.r’’)' ' 


iC- 


X-yy Y 


Ma d’altronde bassi 


e («"x' 


(x'u"— u'x")'— x'u'" — x" V, 

— u'x") (x”)'= (3x'u"x" — 3u'x"’)x’'; 


B*J j.r.ziora 

adunque, fatte alcune riduzioni, si avrà 

J'x" / x"*'\ ii ' 

u'"(x)=~ -5^ ( ì " 

v ' x' s x'' V x' )x" > 

Altrettanto si potrà fare j>e^ Sviluppare i valori esposti 

delle u' r (x),---. 

Se in una data espressione od equazione formata 

colle 

x, u, u' (x), u" (x), u'" (x), 

si sostituiranno i qui esposti valori delle 
u'(x), u"(x), il'" (x), , 


si otlerrVuna espressione od equazione affatto equiva- 
lente alla data, e formata colle 

x, k, u', xf , u", x", u'", x"', 


ove le derivate saranno tutte prese per rispetto alla t. 

64- Quando la variabile t , rispetto alla quale sono 
prese le derivate contenute nella espressione od equa- 
zione risultante dalle sostituzioni indicate nel paragrafo 
antecedente, sia qualunque, cioè quando la x e però 
anco la u siansi puramente supposte o considerate fun- 
zioni della t, si dice die nella espressione od equazione 
risultante le derivate in essa contenute o comparse sono 
generalizzate. 

Si debbano, per esempio, generalizzare le derivate 
nella equazione 


•r'fxj'm-t-^'fx)*, e nella espressione 


t'(x) n 


V'W’ 

Considerisi la x funzione della t variabile <jualtin~ 
que, e perciò che abbiamo detto sopra rispetto alla u , 
si avranno 


v' t-' v" — r" t' 

y (x) = 7 >/'(•*) = ** s> (•*)= 7 
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Sostituiscansi questi valori delle y'(.r), y" (■>'), .t'(.r) 
nella equazione ed espressione date, ed avransi 

y _ y y y/'_yy' 

y * — 1 "^y* ’ y* : y »" ’ 

ovvero le seguenti 

' _y -4-jr > x ,y,_y x ,r 

Molte volte per indicare clic, le derivate contenute 
in una espressione od equazione, sono prese rispetto alla 
t, si dirà, clic saranno prese nella ipotesi di t'~ i; giac- 
ché la derivata di t rispetto alla t stessa è 1* unità. Anzi 
si può riflettere, che dall’essere t'~i, si hanno anco le 

equazioni t" — o, (" “ o, cioè nulle le derivate 

della t degli ordini superiori. 

65. Nel § antecedente, ove si dice, che la x è puramente 
supposta una funzione della /, si deve sottintendere, che 
le formule là es|ioste valgono qualunque sia la relazione 
tra la x c la t : ora vediamo, comesi modificano quelle 

fòrmule, valori delle u'(x), u"(x), , quando tra la 

la x e la t vi sia una individuata e data relazione, cioè 
vediamo, come si possa in esse formule introdurre la 
condizione , die la t non sia più una variabile qualun- 
que, ma bensì quella avente colla sola x, o colla sola u, 
ovvero con entrambe le x, u una relazione espressa con 
una equazione data. 

la primo luogo, la t debba avere colla sola x la 
rclazioue espressa colla equazione f(x, t)~o data. 

Si sciolga quest’ equazione rispetto alla x , ed 
abbiasi x — (p (z) ; si pongano nelle espressioni delle 

u'(x), u"(x), u"'(x), in vece delle y, x", x"', 

le derivate prima, sccouda, terza, della funzione 

rp (/) , c si avranno le espressioni delle derivate della u 
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rispetto alla x formate colla t e colle derivate della u 
medesima rispetto a quella /, clie ha colla x la data 
relazione f(x, f) — o. 

Sia f (x, /) ~ x — i f", cioè abbiasi la relazione 
x-j/'ro; e si avrà xr’/‘, e però x'-',x"zi,x J "~o , — , 
e quindi 


u'(x) =_,«"(*) = 


tu"—u' 


t ' ' r 

die sono le derivate della u prese rispetto alla x, for- 
mate colla t ossia [/ax, e colle derivate della u prese 
rispetto alla stessa |/a x. 

In secondo luogo, la t debba esser quella nuova 
variabile, che ha colla u la relazione o. 

L’equazione, qui data, sciolta rispetto alla u som- 
ministri u — c sarà u' — \p' (t ) , u"~^/" 

Questi valori delle u', u", - — sostituiti nelle stesse 
espressioni esposte delle u' (x), u" (x), - -- le ridurranno 
formate colla t e colle derivate della u stessa prese ri- 
spetto a quella C particolare, che ha colla u la data re- 
lazione f(u, t)~ o. 

In terzo luogo, la t sia quella variabile, clic lia colle 
x,u la relazione rappresentata colla equazione J\x,u,t)~o. 

Da questa equazione si abbia x~l(ti, /): si for- 
mino della t (u,/) le derivate rispetto alla /, la quale vi 
è nel modo visibile ed anco nella u, e risulteranno al- 
trettante funzioni delle 


li, t, li' ; u,t, ii 1 , u" ; . 

Si pongano questi valori delle derivate x',x / ',--- 
nelle medesime sopra esposte espressioni delle 
h'{x),u"(t), ; 

e si avranno i valori delle derivate della u prese rispetto 
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alla x formati colle t, u e le derivate della u prese ri- 
spetto a quella /, che ha colle x, u la proprietà rappre- 
sentata colla equazione qui data. 

Se dalla medesima equazione /"(x, u,t)~ o, in vece 
di cavare la x, si cavasse la «, e si avesse urr3,(x,/): 
sostituendo nelle stesse anzidette espressioni delle u' (x), 

li" (x), in luogo delle u' , ri", le derivate prima, 

seconda,- — della X(x,f) rispetto alla t, che vi è nel 
modo visibile ed anco nella x, si avrehljero le derivate 

u' (x), u"(x), formate colla t e colle derivate della 

x prese rispetto alla t presente. 

66. Sebbene il caso di cioè che la variabile t, ri- 

spetto alla quale debbono esser prese le nuove derivate, sia 
la stessa tt, è contenuto come caso particolare nel secondo 
dei già contemplati, non ostante, io credo bene di tratte- 
nermi alquanto su di esso, perchè occorre molte volte. 


Essendo u~t, si ha u'— i, u"~o,u'"— o, , 

e conseguentemente 



e però gli sviluppi dei valori delle derivate u' (x), u" (x), 
u"' (x), — - formati colle derivate della x rispetto alla 
u, saranno 


i 



x" 

5x"‘ 

x'" 

X 7 »’ 

x ,i 

x"> ’ 


Mediante queste ultime espressioni facilmente si possono 
trovare le derivate di alcune funzioni , quando già si 
conoscano quelle delle loro reciproche. Per esempio , 
si possono trovare le derivate delle funzioni 

Ang. sen. x, Ang. tang. x,--- 
supposto, che si conoscano quelle delle sen x, tang.x, — . 
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Di fatto, sin^trrsen.x, eperòjy'(x)~cos. x: pon- 
gasi in quest’ ultima equazione in vere della y'(x) la 

(piantila equivalente — -7 — , e si avrà 
x'Ij) 

— 77— cos. x, ossia x’(y) ~ — — , cioè x'(/)“ - — ... 
x(j) w cos.x l(i-y) 

Vnle a dire, la derivata dell’angolo x rispetto alla_y , 
mio seno, eguale alla unità , divisa per la radice qua- 
drata della unità diminuita del quadrato del seno stes- 
so, come si è trovato al $ ai. 

Così, posto j'~tang. x, si sa cliej/(x) “ — ; 


> . 1 1 . . 

e nero sara , — ~ s — ossia x ly) n: cos. x , come 

X ()') COS. x 

al J 21 medesimo. 

Gn. Siccome nei valori (5 fia) delle derivate i/'(.r) , 
u"(.r) , - — non vi sono che le derivate delle u, x prese 
rispetto alla /; così all’uopo si potranno avere le espres- 
sioni equivalenti ad -essi, le quali siano formate colle 
sole derivate della x o della u, prese rispetto alla/, anco 
che si conosca solamente una equazione tra le sole de- 
rivate delle u, x, t. 

Per esempio, se si avesse la equazione 
ove le derivate /«', x r , t' sono prese rispetto a qualunque 
variabile, si avrebbe u' , -t-x ,> — 1, supposto le derivate 
prese rispetto alla /; c però sarebbe 


e quindi 


x'=l/(.-rO, 


l/(i 


/V — 


1/(1 -«") l /(>-0 


> 


Sostituendo questi valori delle x', x", x'" , 
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nelle derivale tt'(x), u"( x), — - sì avrebbero queste for- 
niate colle u', u", u"',--- derivate della u prese rispetto 
alla t, la quale ha colle x, u la relazione rappresentata 
colla semplicecquazione x ,a -t-u'’— i , che è tra le sole 
derivate delle variabili stesse. 

68. In ultimo, vediamo come trovare la espressione 
od «juazioiie equivalente ad una formata colle x, u e 
le derivate della ri rispetto alla x, la quale debba con- 
tenere due altre variabili y, z, essendo date due equa- 
zioni tra queste e le stesse x, u . 

Sciolte queste due equazioni date rispetto alle x,u, 
abbiasi 

x~f(y, z), ed u = <p(y,z). 

Si considerino le x,y,u,z tutte funzioni della t: si 
ponga nella data espressione od equazione in luogo delle 

ti'(x), u"( x), i loro valori formati colle x’.x", — ir', 

n",---; indi pongnnsi in questein luogo delle jri, ii' le 
Z 7 (r)y -*-/'(*) s 'j triy+^l 3 ) s'; in luogo delle x", u" 

le derivate seconde delle stesse J (y, z) , (p (y, z) , e delle 
x, u le f(y,z), q>(y, z) medesime; e si otterrà la espressio- 
ne o l’equazione formata colle y, z, y', z", ---; 

come si è richiesto. 

LEZIONE VI. 

Delle trasformazioni delle derivate parziali. 

69. Se le x,y contenute in una funzione, che chia- 
meremo ri, fossero entrambe funzioni di amb«lue le s, t 
variabili indipendenti l’una dall'altra, la ri stessa sa- 
rebbe funzione anco delle s,t; e però essa avrebbe le 
derivate parziali rispetto alle x,y e quelle rispetto alle 



I 
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s, t. Quelite derivate parziali hanno alcune relazioni , 
che sono utili in varie occasioni : le principali di esse , 
sono quelle, che si espongono in questa lezione. 

Le derivate della « prese rispetto alle x,y si indi- 
cheranno coi simboli 

( du\ fdu\ ( (Fu \ 

e le analoghe rispetto alle s, t cogli u',u n u ", 
così, le derivate delle x,y prese rispetto alla s si indi- 
cheranno coi simltoli x',y',x'',y", quelle rispetto 

alla t cogli x tt y, , X ir y tn - -- equellcin parte rispetto 
alla s ed in ]>arte rispetto nlla t coligli x/,yf, X,",---. 

Essendo la u funzione delle X,y, c queste delle s,l, 
si avranno (5 23) le equazioni 
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Da queste equazioni si vede, come si potrà trasfor- 
mare una espressione contenente le x,y,u e le derivate 
della u prese rispetto alle s, t nella equivalente formata 
colle stesse x, y, u e le derivate delle x,y, prese rispet- 
to alle i, le quelle della « parziali rispetto alle x,y, 
giacché basterà porre in essa per le u',u p u", «/, u //t -« 
i loro valori , che sono immediatamente dati per le 
equazioni qui sopra trovate; ed anco, si vede, come si 
potrà trasformare una espressione contenente le deri- 
vate parziali della u prese rispetto alle x, y in un’altra 
equivalente ove vi siano le derivate prese rispetto 
alle s, t, bastando per ciò sostituire in luogo delle 

(È)($) ilorovalori 

u 'y—y' 11 / x’u—u'x, 

* y,- y*,’ x’y—y’x/ 


desunti dalle prime due delle medesime qui esposte 

equazioni; in luogo delle ) i loro 

valori cavnti delle tre seguenti, dopo aver posto in 

queste in vece delle (^)(|) gli stessi loro valori 

cavati dalie prime due; e così discorrendo. 

•jo. Per dare un esempio. La variabile s debbi) essere 
la stessa funzione u, e la t sia la^. In questo caso, evi- 
dentemente avi-ansi le equazioni 

y=o, y"—o, —y/=o, u^=o, u, — o, — u/= o. 


w — i , u,"— o, - - -y,~ i , y,,=z o, — 


per cui le sopra esposte si ridurranno alle seguenti 
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le quali danno 

/ du\ / cLc\ / du\ / (Lr\ / dx\ 

W - 1 : [Tu ) 1 \dP)-~\di) : \Tu )’ 

(<Tu\ / (Tx\ / <fr \ 3 

— V^v : V^/’ 

/ cT u f/rf\r\^<£r\/'r£r\ / cT x \ / d,r V ) / tla^ 

\dxdy)~l\(iu‘)\du)\(ly) \du<Iy J\d u ) 

" — — — — — — ^ 
cioè le derivate prime c seconde parziali della u prese 
rispetto alle x,y formate colle derivate parziali della x 
prese rispetto alley,u. Dimodoché, una espressione for- 

colle *,k».(s), (■£). (^). (s£) — 

si trasformerà nella sua equivalente, ove le derivate 
saranno prese rispetto alle ti, y, sostituendo in essa per 

1, .'..ivate (g), (*). (Ji). (£j). — i 

valori qui sopra trovati. 
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PARTE TERZA 

FIUMITIVE DEI.LK fURZIO.^t. 


LEZIONE PRIMA 

Delle proposizioni fondamentali relative alle primi- 
tive; e delle primitive delle funzioni più semplici. 

71 . Una funzione ili una sola variabile si chiama 
primitiva oil integrale di un’altra , quando la sua de- 
rivata sia quest’altra medesima. 

Risulta dai paragrafi 53 , 34 che le primitive di 
lina stessa funzione sono infinite di numero, cd anco, 
clic la differenza tra due di esse è una costante; dimo- 
doché, se ad una primitiva di una data funzione si ag- 
giungerà una costante, la somma sarà un’altra primi- 
tiva della stessa funzione data. 

Le primitive di una data funzione, che sono for- 
mate calle stesse quantità, colle quali è formata la me- 
desima funzione data, si chiamano primitive particolari 
di essa. Aggiungendo una costante arbitraria ad una 
qualunque primitiva particolare di una funzione, si ha 
quella sua primitiva, la quale chiamasi primitiva com- 
pleta oil integrale completo della stessa funzione. 

Per indicare una primitiva di una funzione si scri- 
verà innanzi ad essa il segno J ; e si distinguerà , se essa 
sarà una primitiva particolare ovvero la completa con 
apposita dichiarazione: anzi , quando la primitiva indi- 
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cita sarà la completa, questa dichiarazione general- 
mente si oin metterà. 

Si può intanto osservare che le due equazioni 
P(x)=Q'(x), fP(x)^Q(x) 

significano la stessa relazione delle funzioni P(x), Qlx), 
sebbene l’una sia in certa guisa reciproca dell’ altra, 
come la \fn — b lo è paragonata alla a — b‘. 

Ciò premesso, troviamo la primitiva completa 
della funzione x**. 

La primitiva richiesta chiamisi <p(x), cioè pongasi 
Jx m ~<p(x)', e si avrà 

<p'(x)~x m , <p"(x)~inx m ~', <p'"(x)—m(rn — l)x m ' 2 , . 

Ma in generale 

Q* 

$f(x-+ -o)—$(x)-t-cxp'(x) h (p"{x)-+- ^-^p'"(x)-t-ecc.; 

adunque per la <p(x) presente sarà 

(J 3 

(p(x+o)z<p{x)+ox m + — mx*' 1 + — - m (»i - 1 ) x"* -1 + ecc., 
ossia 

tp(x-+-o) = <JI(x) 


e— — | (/m+i)x™6H-- , -x ,M u 3 fece | 

ni+i\ a a • 3 / 


ovvero, per l’esposto al § 8 
<p(x + o) = <p(x )- +- (jx «)"«•' • 


m 

(x-wj) 1 " 1 1 


cioè 


<P W- 


(Ji Ix -t- o) — 

/«-t-i ' ' ' ni - 1- i 

Quest’ ultima equazione insegna, che, la <Jf(x) cer- 

JC m *** 

catu è tale funzione, clic la differenza (p{x) — non 
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varia, variando la x; e conseguentemente sarà 

T .ni+ 1 

<p(x )—~ — = K, 

K costante rispetto allu x; cioè avi-assi 


+ K. 


%JC 

<p(x) ossia fx n, ~ — 

J m . . 

7 3. Quando sia mzx. — i, la primitiva completa, 
qui trovata, si presenta sotto la forma ^ -t- K, cioè di- 
fettosa, come si suol dire comunemente : troviamo per 
tanto altrimenti la primitiva completa Jx~' ossia 

Riten\itoJ'^ — <p(x), si hanno 

gs'(x)=^, <p"(x)zx-±, *'"(*) = p, — 
e però 

<p (x-t- o) = <p(x)-h-^— — ecc. 

Ma dal $ io risulta 

ossia a log.(x-t-o>) — log.x; adunque avrassi 

(p(x-+-o)—tp (x)-t-log. (x - w o) — log. x, ovvero 
<p (x -+- e >) — log. (x -+ -ó)—(f (x) — log.x; 
e per conseguenza sarà $(x)« — \o%.X—K, cioè <f[x) 
ossia /ì=log.x-t-A, ove la K esprime una costante 
arbitraria. 

7 4. In terzo luogo, vogliasi la primitiva completa 

J cos. x. r 

Tom. I • 7 
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Posto ferii. x~<p(x), si hanno 
$'(x)~cos.x, ip"{x)— — sen.x, (p"'(x)~ — cosar, 

C però, pel (p (jr) qui richiesto, si avrà 

(p(x-*-u) — <p (x) -+- o ons. x 

(J o 9 or o 4 

sen.x -cos.xh — rseu.jTH _ -cos.x — ere. 

2 20 2* 3- 4 2*3*4«J 

ossia 


<p(x-+- o) = gi(x) 

( </ K S \ / fj* *> 4 \ 

ri o + . ■ -ecc. Icos.x+I — , . —ere. (sen.x. 

\ JO 2-5'4‘5 / \ a a / 

Ma dal § >4 risultano 


u u' 

-ece.zSen.w, + - 


a a-3-4 


■ ccc.zcos.o— i; 


a-3 a-5-4'5 

adunque sarà 

<p(x-r-<j)—'p{x) -t-scn.ueos.x a-cos.usenx — sen.x, ovvero 


<p(x- r-u ) — seti (x-i-m/— J>(x) — sen.x, c ronscgiienteinente 
tp(x) — sen.x ~ K, cioè Jcoi.x~tKn.x-r- K. 

Similmente dimostrasi, che le primitive complete 
r r a * 

a r , /sen.x sono, i-À, — cos.x-t-À’. 

J J log. a 

Osservando le relazioni, che vi sono tra le primi- 
tive delle funzioni x" 1 , -, a x , sen.x, cos.x rispettiva- 

mente colle funzioni medesime , si possono stabilire re- 
gole algoritmiche, onde passare dalle funzioni stesse 
immediatamente alle loro primitive. 

7 5. Prima di trovare le primitive di altre funzioni, 
premetteremo alcune proprietà di un grande uso in 
'queste ricerche ed in altre. 
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La primitiva della somma di due o più funzioni è / 
eguale alla somma delle primitive di esse. 

Abbiasi f(x) ~ p (x) q (x) -4- ece.; e sia 
JJ(x) — F(x), j'p(x) — P(x), fq(x)=Q(x), — ; 
dovrà essere F(x) — P(x) -+- Q(x) -4- ecc. 

Questa proprietà si può dimostrare, mediante una 
regola analoga a quella usata nel § 72 per ciò , che è 
là occorso; ma essa si può concepire anco in quest’ al- 
tra maniera. 

Essendo F'~J, P'—p,Q'zzt/, — ed fzrqj-t-q-i-cec., 
si ha 

F'—P'-^-Q'-t-ccc. ossia F'—(P- 4 -Q-f-ecc.)', 

cioè le funzioni F, P-+-Q- 4- ecc. hanno le derivate 
eguali, e però non possono differire che di una costante. 
Quindi, trovata la somma di primitive particolari di 
più funzioni , ed aggiungendo ad essa una costante ar- 
bitraria, avrassi la primitiva completa della somma 
delle funzioni medesime. 

La primitiva del prodotto di una costante per una 
funzione è eguale al prodotto della costante per la pri- 
mitiva della funzione. 

La A esprima una costante qualunque : sarà 
jAf(x) = Ajj(x). 

Di fatto, jAf(x) ha per derivata Af(x), ed A jf(x) 
pel § 3 ha aneli’ essa per derivata Aj(x) \ adunque le 
primitive jAJ(x), Ajf(x) , se non saranno identiche, 
non differiranno che di una costante. 

76. Se la derivata di una quantità Q presa rispetto 
ad una variabile l fosse la P, cioè se tra le quantità 
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P, Q vi fosse la equazione identica 

la Q sarebbe evidentemente primitiva della P, la va- 
riabile però essendo la t. Per indicare questa proprietà , 
cioè die la Q è primitiva della P, quando la variabile 
sia t anziché x od «altra, scriverassi 

Q—JPeln 

dimodoché, la scrittura J Peli significherà quella fun- 
zione, la cui derivata presa rispetto alla t sarà P, e si 
dirà primitiva della P presa rispetto alla t. Una scrit- 
tura analoga si userà per rappresentare la primitiva di 
qualsivoglia altra quantità, qualunque sia la variabile 
principale cioè quella rispetto alla quale si debba essa 
prendere. 

•j'j. Se nella F(x) funzione qualunque della x si porrà 
in vece della x il suo valore cavato da una equazione 
f(x, t) = o, ove la t esprime una nuova variabile, e la 
risultante funzione in t moltiplicherassi per- la derivala 
rispetto alla t del medesimo valore della x; indi si tro- 
verà del prodotto la primitiva rispetto alla /, e nella 
risultante funzione di t porrassi per t il suo valore ca- 
vato dalla equazione f(x, /)~o, si avrà una funzione 
della x, che sarà una primitiva della F{x). 

Sciolta la equazione f(x, /) — o rispetto siila x dia 
X~<p(l)i e sciolta rispetto alla t dia l~^\x). 

Ponendo nella F(x) in luogo della x la (p(t), 
si lia F((p(t)y, e moltiplicando questa per risulta 

-F( : suppongasi 

jF(<p(f))f(i)di=±(i), ossia y(i) = F(gi(t))f l'ì- 
Se nella S(t) si pone per t La 'p(x) , si ottiene 
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A (<p(x)) ; e questa funzione della x è una primitiva 
della F(x). 

Imperciocché, la derivata rispetto alla x della 
A(>//(x)) è X (ip) tp’ (x); e la A'(t/) è formata colla peonie 
la A'(f) ossia F^tp (t))gi' (r) lo è colla t, per cui la fun- 
zione X(ip)ij/(x) è la stessa 

F(m)<f 

Ma per essere le due equazioni x=z$(t), t~ r$x) affatto 
equivalenti, la xrzz(p(ip (xty è identica, e con essa {$ 34) 
anco la sua derivati rispetto alla x, che è i— (fi (x)\ 
adunque la derivata della A^yy(x)^ si ridurrà alla sem- 
plice funzione F(x)\ e conseguentemente la 
sarà, come si è dichiarato, una primitiva della F(x). 

Da questa proposizione risulta, che la difficoltà di 
scoprire la primitiva di una qualunque funzione F(x ) 
può ridursi a trovare la primitiva rispetto alla t della 
l' (p(t)^p'(t); e por tanto , si terrà per conosciuta la 
primitiva di una funzione F(x), quando si conoscerò la 
relazione a stabilirsi tra la x e la t cioè l’equazione 
f(x, t) — o, onde la risultante funzione in t riesca una 
di quelle, le cui primitive siano già conosciute. E sic- 
come non v’ha norma generale per concepire si impor- 
tante relazione per ogni individuata funzione , cosi av- 
verto, che, occorrendo la primitiva di qualche funzio- 
ne , gioverà molto l’ esercizio fatto sulle già note , ed 
anco il ricordarsi quelle almeno , mediante le quali si 
trovano nei paragrafi seguenti le primitive di alcune 
famiglie di funzioni. 

78. Colla stessa proprietà esposta nel paragrafo ante- 
cedente si dimostra facilmente , che le funzioni costi- 
tuenti la prima colonna della seguente tavola, hanno 



102 


LEZIONI 


per primitive le corrispondenti che costituiscono la 
seconda colonna di essa 

p m pf — - 1 — p m¥, -+- K, 


tt p p' I a p -+- K, 

log. a 

IL lo g.±/;- 4 -A, 


p OOS. fi 

fi sen .p — 


seri, p -+- A". 

— cos./i h- K, 


(<; -t- bp) m p' 


(//» -4-1 )b 


{a-t-bpY”*' -4- A", 


P f I 

,7 LLjifj ^ log. ±(«-4-/^) -4- A-, 

p' I , p 

-Ang.tang.--4- A, 

\ T(a^y] Ang.sen.^-4-A', 

pf p 

~ ]/(af—p') Ang cos K ’ 

log. (p -4- j/aV/V) - 4 - A', 

J-l 0f ,y± a ‘±P‘)l7. a + K 

ia l/(a’-4-p a )-4-« ’ 


/,j/(a*_K P *) “ io g ' [/(a'-i- //)-(- a ~ + ~ ’ 

P' i , a — l/(a J — ,0 

— p‘ì sa ° g a-4-{/(a* — p‘)~*~ ’ 

ove lu p esprime una qualunque funzione, p' la sua 
derivata, e A' la costante arbitraria. 

Sarà fatica sostenuta con vantaggio per un prin- 
cipiunte, quella di trovare effettivamente le primitive 
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qui esposte, e di formarsi una idea o concetto astratto 
della relazione, clic lia luogo tra ogni funzione costi- 
tuente la prima colonna c la corrispondente scritta 
nella seconda delle medesime colonne. 

ep. Premesse queste proprietà , passerò a trovare le 
primitive delle funzioni principali di ogni specie; e 
parlerò, primo delle primitive delle funzioni algebrai- 
clie razionali, secondo di quelle delle funzioni algc- 
braiclie irrazionali , ed in terzo luogo delle primitive 
delle funzioni trascendenti cioè logaritmiche, esponen- 
ziali, e circolari. 

LEZIONE II. 

Delle primitive delle funzioni algcbraiche razionali. 

80. Per trovare la primitiva di una data funzione 
algcbraica razionale, in primo luogo si scopriranno 
quelle funzioni aventi l’una o l’altra delle forme 
a a bx 

aX ’ (ex -+~b) n ’ (ei'+iir + f)"’ 
e che sommate daranno la funzione data, cioè, come si 
dice comunemente, si spezzerà la medesima funzione 
data in funzioni aventi l’ima o l’altra di queste forme; 
dove la n eprime numero intero e positivo, segnata- 
mente per la terza, e le a , b, c, d, e esprimono quan- 
tità costanti qualsivogliono : fatto ciò, troverassi la 
primitiva della somma di queste medesime funzioni 
componenti, cioè (§ ^ 5 ) la somma delle primitive di 
esse; ed avrassi la primitiva riclùesta. 

Ammessa adunque la indicata decomposizione os- 
sia. lo spezzamento della funzione data , clic è opera- 
zione A' Introduzione al Calcolo sublime, si saprà tro- 
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• * 
vare la primitiva di qualsivoglia funziona algebraica 
razionale, qualora sappiansi trovare le primitive delle 
tre anzi esposte. 

La primitiva della ax " è — - — .r" +, -4 ~K, quella 


della 


è K 


-, quando 


(b-t-cx) n c(n — i) (b-t-cx) n ' t ' 

l ’ n non sia meno uno ; pel qual caso , quella della pri- 
ma è alog.jr -+- K, e quelln della seconda ossia della 

/ lex ^ *+■ ex)-*- K '■ rimane adunque a tro- 


varsi la sola primitiva della 


n-\-bx 


. , Comin- 

(r -+- ax -t- ex )" 

riamo dal caso di n — i, cioè a trovate la primitiva 

della funzione 

a -\-b x 


-dx- 


■ex 


Essendo a-+-bx — a(d-+-iex)-+-(i, purché sia 

b B bd . 

« = — >ep— a , la primitiva, qui ncbiesta , 

ae ae 

sarà eguale ad 
d 


r d-t-iex r 

J c-4-.'ix-+-ej J c- 


P_ 

■dx- 


-ex 


Ma per essere d-+-iex evidentemente la derivata del 

trinomio c-*- dx- 4- ex’, si lia ($ 78) 

d-t~iex 1,7 

■ — Iog.(c-+-rfx-+-ex ), 


J}- 


■ dx-*-cx~ 

ominessane la costante arbitraria , perchè qui non oc- 
corre. Adunque si conoscerà la primitiva richiesta, 
quando si conoscerli quella della funzione 

fi 

c -t-ilx-i- ex' 
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Stabiliscasi per ciò la equazione t~d-v-iex tra 
la x e la / nuova variabile. Sostituendo in quest’ultima 

funzione, in vece della X il suo valore --- 1 — cava- 

le le 

to dalla equazione stabilita, e moltiplicando la funzione 

risultante in t per — derivata dello stesso valore della 
1 le 

x;e posto per semplicità /\ce-d‘z\‘, si trova la funzione 
li? 

X*-+-i* ’ 

2 ^ f 

una cui primitiva ($ 58) rispetto alla t ò -r— A.tang.-r; 

K A* 

e però ($ 77) 


1 B , d-*- lei 

— A.^. — 


sarà una primitiva della - 


P 


presa rispetto 
-+-bx 


c ~+~ ti x -+- ex 

allax. Quindi una primitiva della funzione — 
sarà 

• ìex 


a log. (r -4- dx -+- ex*) - 


iP k d 
-j^A.tang.- 


c la riebiesta 


if-4-ir.r 


f> I , , 2rte — bd ... „ 

— log.(c-+-iir-t-ex H— 7-77 t, .A. tang.- : 

le e[/(l)cc — il) J/(4ce— il ) 

ove K esprime la costante arbitraria. 

Fo qui osservare, die, io suppongo tacitamente 
immaginarj i fattori binomiali del trinomio c+dx+ex', 
come il saranno effettivamente, quando lo spezzamento 
della funzione data, furassi secondo le regole ordinarie, 
per cui 4ce>rf J , e conseguentemente la quantità 
J/(4 sarà reale. 
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Hi . Essendo c-i-dx-b-ex’z ( ar.r -t- r/- g) (2 rx-+- z£-i g), 
ovcg— l/(rf‘ — 4ff), trovasi facilmente 


-ax-+-rx 


S\ 2 


ir 


e pero sant anco 


> — i= £ log. — 
-dx- t-ex a lex 


ex-^d—g iex-\~d-\-g 
d — g 


> 


II, 


^/c-t-rfx-t-ex’ g *” b iex-+-d~*-g 
riove In //esprime la costante arbitraria. 

Questa primitiva si può desumere facilmente da 
tpiella trovata altrimenti nel paragrafo antecedente, 
rammentandosi clic, qualunque sia la l, si La 
1 , 1 


Atang 
Di fatto , ponendo i 


log. 


ì|/-.= 

si lia 


d+i".r 


, cd osservando clic 


i—4 [7—i 

d -4- iex 

l/(4< e — J’) ’ 

ine-bd iS 


ossia 


cl/(4<T-# a ) gl/-i’ 


aor — bd - . </ — aex 

ep'(4te — ri a ) ' < * n8 ' l/(4ce— tf) 
ip 1 . g- 4 -rf-t-aex 

g \/ — ( i 1 ]/ — 1 ' g — d — ae.r 


-a- K — 

-+- K, ossia 


d i„.. aex- 4 -d—g 
g 2 CX-*-fl-i-g 


l 

g 


log. ( — •) -a- K, 


a 


5 

die è la stessa trovata dianzi, posto À'-^-log.(-i)~//. 


Osservisi in tanto die, la medesima primitiva tro- 
vata nel paragrafo antecedente compare reale , quando 
sia $ce'^>d 1 , ed immaginaria, quando sia 4 ce<^d 1 , 
tutto il contrario di ciò che ha luogo per la trovata 
dianzi. Questa specie di immaginar), die dipendevo dal 
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■netodo usato per trovare la primitiva, al 1’occorrenza si 
chiameranno immaginari apparenti. 

La doppia forma , sotto la quale si può presentare 
la primitiva di una stessa funzione, dò origine a fun- 
zioni equivalenti di differenti famiglie. 

82. Se fosse 4 ce~tT, la frazione a T 


■di r- 


- ex 


sa- 


rebbe in sostanza 


• br 


/. / , , fi > 1» quale , colla cqoa- 

«ione di relazione ]/c -+- r [/c — t , tra x e la t , si 
trasforma nella 

alfe — òl/è-4-Af . al/e — h l/r i b i 

— , , ossia ■ -r -f- - - , 

et e tei 

una cui primitiva rispetto alla t è 

h l/c — ab'e b . 

JL — i- — e- -log .t; 

et e 

e però la pi’imitiva richiesta, per questo caso, sarò 

- log. (l/c -f-xj/c) ■+- ° K. 

83 . Passo ora ad esporre la regola per trovare la 
primitiva della <i-+-l>x 


(c-t-dx- 


. — suppongasi 


° a-x-bx A-*-Bx 

, r c 

(c- 4 -dx-+-ex' j y (r-w/x-t-ex*)"'' 

J (c-wfA'-i-ex*)"" 1 


e detcrmininsi i valori delle A, B, C costanti , atte a 
soddisfare questa equazione indipendentemente della x. 

Derivando l’equazione stabilita , come identica , e 
riducendo le frazioni componenti la risultante equa- 
zione ad avere tutte iter denominatore (c -\-dx-\-ex t ) n , 
ed oinmcttendolo, si ha l’equazione 

a+bxzr(R+C)-d(n-i )A+ (d(B+C}-(n - 1 )dR-2(n- 1 )eA')x 
+ e(/< + C-i(n-i)B)x*, 



LEZI OTTI 


108 

In <|tuile, dovendo sussistere indipendentemente della x, 
somministra le tre seguenti 

azc(B-t-C) — (n — 1 )dA, bzd( B -+-() — (« — i )(dB-\-ìcA), 
0—1 ? -+- C — a (/i — i )B, 
die sciolte rispetto alle A, B, C danno 

ad-ibc JJ _ ine-bd r ,_[in-?>){iac-bd) 
">-i)(4c(wf)’ ~(rt-l)(4ce-^T " (n-iffic-d’) ’ 

pei valori richiesti; dimodoché avi-assi 
f' a-t-bx nd — ibe-*-(iae — bd)x 


1 (c-t-dx- t-ex’)" (n — i)(4ce — d 3 )(c-+-d 

(a n — 5){a ne — bd) C • 


ex 1 )" 


-f'd) r 

(« — l)(4ce — d‘) J (c-+-dx-\-ex 2 )*~'' 

Se in questa equazione si cambiano le rt, a, b or- 
dinatamente nelle « — i, i, sto, si ottiene la seguente 
i d-+- 2 rx 


fi 


(c-i-(7j"-+- ex 1 )" 


(n — a)(4ce — d 3 )[c-*-dx-*-ex 2 )* 


(in — 5)ae r 
(n — a) (4 c e — d 2 ) J (< 


membro vi sarchile la primitiva^— 


(c -t- </.r -+- ex 3 )"' 2 ' 

Così, se in quest’ ultima si ponessero, in vece della 

n, successivamente n — i, n — a, n- — 3, 3, arrive- 

rebhesi finalmente ad una equazione, nel cui secondo 

■dx -+■ rj 1 ’ 

quale pel caso premesso si sa determinare. Quindi colle 
successive sostituzioni si avrò la primitiva della Fun- 
zione , a ^ bX — — , cioè la richiesta. 

(C + rfx+fX ') 11 

84- Prima di parlare delle primitive delle funzioni 
nlgebraichc irrazionali , farò vedere, come si (tossono 
sciogliere alcune proposizioni , che occorreranno in 
molte occasioni. 


Digitìzed by Google 



DI CALCOLO tCBLIMK 


IOf) 

Si voglia quella primitiva di una data funzione 
gj(x), che si riduce alla quantità Af costante, facendo 
in essa x eguale ad m. 

Suppongasi trovata della <p(x) la primitiva com- 
pleta, e sia F(x) -+- K. 

Il valore corrispondente alla x~m di qualunque 
primitiva della !p(x) sarà F(m) K : per quella che si 
cerca, un tal valore dev’essere 31; adunque per essa 
avrà ssi 

F(m)-\~K~M ossia K~31 — F(m). 

Quindi la primitiva particolare dimandata sarà 
F{x)-+-31—F(m). 

Se la M fosse lo sero , la primitiva qui trovata , 
ridurrebbesi F(x) — F(m). Questa primitiva, che si an- 
nulla colla x~m, si indicherà, scrivendola 

/"■ 

e si dirà primitiva che comincia colla x~m. 

Seia primitiva J"'(p(x) dovesse annullarsi, qua- 
lunque fosse la x, la (p(x) ed anco le (Jf'fx), (p''{x), 

sue derivate sarebber nulle separatamente. 

Di fatto, ritenuto J m (p(x)~F(x) — F(m) , si ha 
l’ equazione 

F(x)-F(m)~o, 

che deve sussistere qualunque sia la x; e jierò con essa 
avranno luogo anco le sue derivate (5 54), che sono 

F'(x)= o, F"(x)= o, F"'(x)= o, 

le quali danno appunto le tpfxjzo, <p'(x)z o, <p"(x)z o, 

per essere F(x) una primitiva della fp (x). 

Vogliasi ora il valore’ corrispondente alla xzzn 
di quella primitiva della (p (x) , la quale si riduce 31 
facendo in essa x — m. 
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Essendo /“'(.r)-*- M — F (ni) quella primitiva della 
gl (.<) , rhe si riduce M , facendo in essa x~m, il suo 
valore, qui dimandato, suri! 

i'(n) -+- M — /•'(/«). 


Se M fosse zero, avrebbesi F{n)—F(in)\ questa diffe- 
renza si chiama comunemente primitiva della (p(x) estesa 
dalla xzm sino alla xzh, ovvero dicesi primitiva od in- 
tegrale della <f(x) preso tra i limiti della xzm alla X-n, 
ed anco primitiva definita della <p(x) estesa dalla xz ni 


alla xzn; e si indica alle volte col simbolo 



85. Mediante quest’ultimo risultamcnto si può di- 
mostrare facilmente, che, la primitiva definita della 
ip (x) estesa dalla x~a alla xzz a-+-ò, più la primi- 
tiva definita dalla stessa funzione estesa dalla xzz a-\-b 
alla Xzz a-k-b-*-c , è eguale alla sola primitiva definita 
della medesima funzione (p (x), estesa però dalla xzz a 
sino alla xzzza-i-b-+- c. 

Di fatto, essendo F(a+b)-F(a), F(a+b-u ) - F(a+b) 
le due prime primitive definite qui nominate, cioè la 
prima estesa dalla x~a alla x~a-\-b, e la seconda 
dalla x~a-t~h alla x~a-*-b-+-c, la somma delle 
medesime primitive risulta 

F[a+b)-F(a)+F(a+b\x)-F'(a+b ) ossia F(n+b+r)-F(n), 


che è appunto la sola primitiva definita della <p(x) 
estesa dalla xzz a sino alla xzza-t-i-t-c; vale a dire 
ha luogo la equazione 



Questa osservazione sarà utile segnatamente per 
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mini fatare , die sussistono alcune regole, le quali si 

esporranno per le quadrature, rettificazioni, anco 

pei casi, che sianvi nelle curve punti singolari. 

Così, per essere, come abbiamo dianzi velluto 


r m 

J <p{x)=:F(n) — F(nt ) ; 

e per una analoga ragione avendosi anco 



/• rn s*n 

si avrà I <p(ó r) = — / (p (x), cioè permutando i limili 

n J ni 

della primitiva di una funzione la primitiva definita 
cangia di segno. 

86 - La primitiva della somma di più funzioni cste,a 
dalla x~ m alla xzz n è eguale alla somma delle pri- 
mitive di queste medesime funzioni componenti, estese 
tutte dalle x = /« alla x~n. 

Abbiasi f(x)=zp(x)-+-q(x)-+-ecc .\ e siano F(x), P(x), 
Q(x),-~- rispettivamente primitive delle J'(x),p(x), 
q(x), i e sarà ($ 75) 


F{x)~ P(x) -t- Q(x) -+- ece. K. 

La primitiva della f(x) estesa dalla x ~ ni alla 
xxzti è F(n) — F(rri), quantità evidentemente eguale alla 

P(n)-k~Q(n) -e-ecc.-r- A’ — P(m) — Q( m ) — ecc . — K ossia a 
P(n) — P{nt)-i-Q(n ) — Q(m)-+-ec.c. 

che è la somma delle P(/i) — P(m), Q(n ) — Q(m), - - - 
primitive delle p(x), q(x), - - - estese dalla x~m all.» 
xxz.n. Adunque la primitiva della f(x) estesa dalla 
x~m alla xzz n, eguaglia la somma delle primitive 
delle p(x), q(x), ; estese ancb’es>e dalla X—m sino 
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alla x~n y cioè si ha 

ff( x )— p> {*)-*- fq{x)-*-ecc., 

J n kJ n n 

come si è dichiarato. 

Per trovare la primitiva della funzione F(x) con- 
venga stabilire tra la x e la t nuova variabile la equa— 
zione f(x, t)— o, la quale dia a e r); e sia 

t)dt=A(t)-+-K; e sarà (§ 77) 

j^F(x)dx-\( #.r) ) +- A',e [)ei-òj 7 '(.ijdi~l( )). 

Ma per essere in generale tzip(x ) si hanno rp(a), p(b) 
pei valori della t corrispondenti agli a, b della x; per 
cui risulta 

h») 

(F(m)Mdt=&(m)-*(*(*)y 

J rp(b) 

Adunque, ammesso tra lejr, t la relazione _/"(x, os- 

sia le x—fp(/), t~p(x) sarà 

r ‘ l < a ì 

I F(x)dx=l F(rp(l))p(l)Jt. 

J b ** ip (b) 

87 Quando si abbia <p(x)—a-t-bx^-cx'-*-(li' , ) dove 
a, b, c, il sono costanti, risulterà 

/?(«)= e# h <p (»)) * rr" )) 

Evidentemente si hanno le equazioni 
-(<p{m)~i-'p(n)^—a + -(m-i-n)-h < -{m , -+- n‘)-»- -(//»*-»- n s ) , 

2 p ^ - '~^ n ^ rzia-i-b(ni-i-n ) ■+■ ^(m -+-«)* 
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Sommando i loro membri corrispondenti , dopo 
alcune riduzioni, trovasi la 

^ ( tp (ni) -+- 0(n)) -4- -2 (J> ( ^' l — 5 a -+- — (ni n) 

5 d 

-+- c (ni*-+- mn-+- n‘) m‘n- 1 - ni « a -+- n 5 ) ; 

e però il prodotto 

({($ M •+■ 0 (")) •+■ 1 

sarà eguale ad 

a (« — ni) -t- - (n* — ni") -4- ^ (n* — ni*) -+- ^(n* — ni 4 ). 

/*'OT 

Mala primitiva I (a-*-bx-*-cx‘-¥-dx?) è appunto 

n (n — rn) -+- ^ (n* — ni , )-4-^(n* — m*) -+-^(n 4 — ni 4 ); 
adunque sarà 

Jjti+bx+cx’+dx 3 )z^-^^(gS(m)+gl(n))+2/p(^^)'^ 
coinè si è dichiarato. 

88. Reciprocamente, se ha luogo la equazione 

— 3 — <P( n )) -+- 7 -^)) 

qualunque siano ni, n, la ^(x) sarà funzione della for- 
ma a-4-òx-t-cx’-i-ric 3 . Usiamo ni-t-y in vece della «; 
c l'equazione data si ridurrà 

^Jt>{x) (/n)-»-<jj(z/i-+-6»)) -i-aiJi(ni-4-^)j. 

Chiamisi F(x) una primitiva della rp(x) : sarà 

/'in 

I (Ji (x) eguale ad F(m - 4 - u) — F(m ) ossia ad 

J ni fui 

» j 4 

oF'(nt)- 1 — — F"(m)-+-—- ~F ,,, (my+- — -zF' r (m)-t-ecc. 


o 
a 

Tom. I. 
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Ma per essere F'(jt) identica alla $S(jr), le F'(m), F"{m), 

F'"(m ), sono ordinatamente identiche alle <p(m), 

<p "(m), i adunque sarà 

fjì'lx) =o<p(m)-t-^ <p'(m) -+■ ~ <p" (m) 

%S hi t W 2 J J 

D’altronde si ha 

- ( (m) — iji (zzi — f- =; (//*) — 

]>er cui risulta 

3 (^(0M -*-$<('»- «))-•- -)^ eguale ad 

Quindi la equazione ammessa trasformasi nella seguente 

J& 4*J 2'4'ij. 

,J ,.4 ^..S 

<j!p(ni )-< — . ,. 7 ' (w)+ecc-, 

2 20 20-4 2 - 3*4 

la quale, sussistendo qualunipic sia la u, dà la 
5gf ,r (/u) 

iITs = ^3-4-* c,oè <P H = 

qualunque sia »«. 
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Questa proprietà della (p' f (m) , necessaria e suffi- 
ciente per soddisfare interamente l’ equazione ammessa 
o data, somministra evidentemente 

<p(m) ~ a -t- bin -t- cm ’ -+- dm' 

ove le a, b, c, d sono costanti. Ma come è formata la 
0(m) colla ni, così dev’esserla gS(x) rolla x; adunque sarà 

(p(x) — a bx -f- ex * - 4 - dx^ : 

appunto come si è dichiarato. 

LEZIONE III. 

Delle primitive delle funzioni algebraiche irrazionali, 

89. Siccome non vi è regola generale , per trovare la 
primitiva in termini finiti di qualunque funzione alge- 
brica irrazionale, così esporremo quelle regole, colle 
quali si possono trovare le primitive più interessanti 
ed in un concepire ciò che di più generale si conosce 
di questo importantissimo ramo di calcolo ; ed avremo 
di mira più la facilità c semplicità degli usi di esse, 
che della loro esposizione. 

La primitiva di una di queste funzioni , come di 
ogni altra si terrà, per conosciuta, quando la difficoltà 
di averla , si sarà ridotta a trovare quella di altre fra 
le già contemplate: anzi, qui terremo per conosciuta , 
come lo è difatto (55 80), la primitiva di una fun- 

zione della forma 

A x m -f- B (D-+-E x) n -+-ecc. 

qualunque siano nou solo le costanti A, B, D, E , , 

ma anco le rn, n, 
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qo. Cominciamo a parlare 

della primitiva della 

funzione 


. b 

d \ 

ri „„ (A.T n -^B Y / 

'Aj”-*-B\ e \ 


, Cx *-+~D) ’ /’ 


ove /significa una aerazione algebraica e raziona Ir , 
le «, Z>, c, --- numeri interi, e le A, li, C, D, ed n co- 
stanti qualsivogliono. 

. A.x n -y-n 

Suppongasi ’ 

ove f esprime la nuova variabile, e<l rn il prodotto 

ce cioè il prodotto dei denominatori delle fra- 

. • b d . , 

noni —, —, - - c si avra 
c e 



e però la funzione di t, da cui dipenderà la primitiva 
richiesta (§ 77), sarà 


ni(AD — f ( ( nr-B S be ... d ... _ 

n ( A — Cl m ) % J V A — Ct m ) * 



la quale è razionale, c però di (pipile già contem- 
plate. 

Sia F(t) una primitiva di quest’ultima funzione; 
e sarà 




la primitiva richiesta : K esprime 
arbitraria. 


K 

al solito la costante 
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Se fosse C~o, e D~ i, la funzione data sarebbe 

j*-'f{x an ,(Ax u -*-By, (Ax n -^lif, 

c lu sua primitiva dipenderebbe (la quella della 



algcbraica e razionale: se poi fosse anco B~ o, A— i, 
ed n — i, la funzione data sarebbe 

. fri 
/(■r'*, x r , x', ) , 

e la sua primitiva dipenderebbe da quella della seguente 
rnt m "J(t am , t be —, t cd -, ), 

aneli essa algebraica e razionale. 

91. La equazione di relazione, tra le x, t stabilita 
pel primo dei due casi contemplati nel paragrafo an- 
tecedente, la quale è Ax" ammettendola per 
la funzione h 

x 3 (Ax n -*-B) c 

dà per funzione in t, risultante, la seguente 



la quale visibilmente riescirà razionale, quando ricscirà 
a -4- i divisibile esattamente per n. 

Per questa medesima funzione, ammessa in vece la 
relazione 

Ax n +Bzx n [ r , c però x n z-/~, (^Ax n +Bj F ~^-^-^j t b , 
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Ih funzione in I, dalla cui primitiva dipenderà la ri- 
chiesta, sarà 

cB / B 
n 

la quale visibilmente riescirà razionale, oltre essere 

algebraica, quando risulterà numero intero. 

n c 

Vale a dire, mediante le due equazioni di relazione 
tra le x, t, qui stabilite, la primitiva della funzione 

x® {Ax n -*~r>y 

dipenderà da quella di una funzione algebraica c ra- 
zionale, ogniqualvoltacliè riesca intero a -, ovvero 

n 

— ; ciò che succede sempre , quando sia 

uzzata, -zzi;-, ed a un numero intero qualun- 
c a 1 

que : come agevolmente può chiunque persuadersi. 

93. In secondo luogo vediamo come si possa trovare 

la primitiva della funzione 



x-/(x’, Bx"-y- C)) , 

quando J significhi anco in questa una operazione al- 
gebraica e razionale. 

Suppongasi ]/(Ax* n +Bx"+C)=x* J /A+t , e si avrà 


x" 


c— e 

2 t[/A — B’ 




x a ]/A -+- 1 ossia 

f)JA— Bt-+-C]/A 
*t\/A — B 


ed 


(dx\_ a t‘\/A—Bl-+-C\/A 
\dt)~ n (2t[/A — B)‘ 5 


c la funzione in t risultante sarà 
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it'\/A-Bl-+-C\/A f (. C-C t' VA-Bt-+-C \/A\ 
~n [ii\/A-B)' J\*>VA-B y -xt]/A-B )’ 

che è razionale ed algebraiea. 

Una primitiva di questa funzione sia F(t)\ e la 
richiesta sarà la seguente 

F ( [/(A x* n B x n -t- C) — -r" \/ A) -4- K. 

Vogliasi l’effettiva primitiva della fx'+Bx+C) ' 

Per questo esempio è n=i, e la risultante fun- 
zione in t à 

f\/A-Bt+C\/A t ■ it\/A-B ih 

~ X ( it\/A-B )* tyA-Bt+CVA’ OSS ' a it/A-B’ 

e però F(t) sarà — ~ log. (a / \/A — B)-, e la primi- 

V A 

tiva richiesta risulterà 

log. (B-*-iAx-ì-i]/A ■ \/(Ax‘-t-Bx-t-C))-+-K 

yA 

supposto — log. (4 AC — B’) compreso in K. 

Se il coefficiente A fosse negativo, e si volesse evi- 
tare la comparsa degli immaginari apparenti , quando 
il C sia positivo, si potrà supporre 

V(Ax tn -+-Bx n -+- C)=lx”-+- V C - 

Anzi , tutte le equazioni di relazione tra le .r, t , che 
rendano le funzioni x ", : n -\-C) eguali a 

funzioni razionali ed algebriche della /, ridurranno la 
ricerca della primitiva della funzione 

i"-' f(x\ -t- Q) 

a quella di una funzione in t razionale ed algebraiea. 
q3. Troviamo la primitiva della 

x n ’'f{x n ., V(Ax n -i — /?), V(Cx n -+- /?)), 
ove la f ha un significato analogo ai due antecedenti. 
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Supposto [/(Ax n -*~ B) — t[/(Cx n D) y trovasi 
^ w /BC- AD 
X ~Ct‘—A' ^ D ^—[/ Ci'-^A ’ 

l/(A**+B)=t [/ B £r_ A f , ed 

_n-, ( dx \— l{BC—AP)l 
\dt ) n(Ct' — A) 2 * 
e però la funzione risultante in t sarà 

BC-AD JB-ne • /BC-AD , /BC-AD\ 
*(CY-Ar'f\Ct’-A ,t l/ CY-A'V Ct'-A )’ 

la quale è un raso della funzione considerata ncll’an- 
tecedcnte paragrafo; e si può ridurre ad una razionale 
in m, nuova variabile, mediante la relazione seguente 

|/(C7’ — A)—t\/ r C-*-u tra la t e la u; 

e con ciò avere la primitiva richiesta; giacche, supposta 
F(u) una primitiva rispetto alla u di quest’ ultima 
funzione, sarà 

F(y(Ct'-A)-t\/C) 

una primitiva rispetto alla t della antecedente, ed 

. r{V B -^~r<££ C Y« 

l' effettiva richiesta. 

q4- Lo ricerca della primitiva di una funzione della 
forma r 

x a " (Ajc n -+-B? 


si può ridurre a quella di una sua consimile affatto , in 
cui i numeri analoghi agli a,n siano tra loro primi. 

Sia c il massimo cornuti divisore degli a, n ; c sup- 
pongasi a~c(t , n—cru : gli m, u saranno primi 
tra loro. 
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Ammessa la illazione xf ~ t tra la x e la t nuova 
variabile, si lia 

x rf * ossia x x zrJ u , e però ed x"=< m ; 

e per tanto , si saprà trovare la primitiva rispetto al- 
la x della r 

je®-' {/ix”-*-ny, 

quando saprassi trovare la primitiva rispetto alla f della 

L t H-, (AP+BY, 

nella quale u, m sono numeri tra loro primi, ed òdi 
una forma analoga alla antecedente cioè a quella in x. 
q 5 . Farò qui vedere, come la primitiva della funzione 

x mtni -'(Ax n -*-By ± ’ 1 , 

ove <x et! i esprimono due numeri interi , si possa far 

r_ 

dipendere da (jiiclla della più semplice x m ~'(Ax"-*-BY . 
Evidentemente la quantità 

nix " 1 ' 1 (A.r* -4 -Bf + '-i- Anx m ~ hn ~' (Ax a -+- By, 

s 

I +I 

($ 20) derivata della x m (Ax n -*-B)’ , si può ordinare 
nei due modi 

- i . - 

ìnBx n> ~'(Ax n -*-By a — (*in-t-rn-*~sii)Ax m+l '~ , (Ax n -*-By , 

T * I* 

— ^-^-nBx m ~'(Ax n +By +-(sm+rn+sn)x m ~' (Ax^B)* 
e però avranno luogo le due equazioni seguenti 
x ra (Ax n -\-By *'—mB Jx"'-' (Ax n B)’ 

— (■ tm-t- rn-\- sn ) J^c m+n ~' ( Ax n -*~By , 
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x m (Ax n -^ny + '— — j ( r ■+■ ') iijx m - i (Ax n -y-by-y- 

-(*m-Y-rn-t-tn)Jx n '~' (Ax*-t-By + . 

Nella prima di queste equazioni cangisi la m in 
m — n, e nella seconda la r in r — s; e si avranno le 

x . m -n by " — (ni — n) bJ(A X n -4- B) T x m - n -' -4- 

— (m.t -4- nr)j'x' n ~ l (A x" -+- By, 

.r" 1 (Ax n -+- Bf — — ~~Jx m ~' (A a? - 4 - /?) r " ' 

fi”-' (At n -Y- By. 

Queste quattro equazioni danno ordinatamente 

r L ... . sx m (Ax n -Y-B )’ + ' 

/ (A x" -4- by x m+n -'= -tt-ì — i — 

J' ' A(sm-*-sn-+-rn) 

— — , f(A x” -Y- By x m ~' , 

A (sm -+- sn -4- rn\J 


J(Ax n -Y-BÌ 


£*' r 

1 — sm-Y-tn -+-nt 

Bn (r-4-.f) 


H ~ t) - fi A x n -4- J5)* x n 
n-*-rnJ 


m-w 


I _ar m -"(^jr"-4-5)* > ‘ 


Bs(m — //JLy 

r 

£ - I SX m (ÀX n -4- By 

j(Ax»+BY = V„ -— 
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Colla prima c terza di queste, la primitiva della funzioue 

£ £ 

x m±n ~'( lx n -t-Iìy ed in generale della x m±in ~ , (Ar n -i-By 

_r 

si può far dipendere dalla primitiva della x m ~'(Ax n -+-fìy ; 
e colla seconda e quarta, la primitiva della funzio- 
ni ±i 

ne x m ~ l ( A x" -+-#)’ , ed in generale quella della 
x m -'(Ax n -4-Ry si può far dipendere dalla primitiva 

r_ 

della medesima x" 1 ' 1 (Ax n -+- R) s ; dimodoché, cornili- 

/ 

nando opportunamente queste quattro equazioni , la 

- ±i . , 

primitiva della funzione x m±in ~ , [Ax n -\-R) s si potrà 

jr 

far dipendere da quella della sola.r nH, (^x"-s-Z?) 1 , dove 
li ni, n siano numeri tra loro primi. 

Per dare un esempio, troviamo la primitiva della 

x nl+1 

i—x*y £ 

Paragonando questa funzione alla x m+ "~ t (Ax n +By , 
si ha n — a, A = — i, B ~i, r~ — i, ed r— a: va- 
lori, i quali, sostituiti nella prima delle ultime quattro 
esposte equazioni , danno 

f x m+ ' x m l/( i — x 3 ) i f x m "' 

J \/{i — x 3 ) w i m-t-ij |/( i — x 3 )’ 

Pongasi in questa, in vece d’/« successivamente 


funzione 


Vi 


i, 3, 5, 7 , - - - e rammentisi che f—r , — - — rr=A.sen, 

JV( t—x) 

e si avranno le seguenti 

f r A-xr- ~ Vi * -*>- A-sen .x+K 
J | /(<-<* ) 2 r -2 

r x 4 **./, r x% 

Jvi^pr 4 uvì 1 -*)’ 


.X, 


ossia 
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r x 4 ( x s 3 i \ ,, „ 3 i, _ 

1.-77 -p - 1 7" + 7 — r )K«— - r )+t — A. sen ..r tiT, 

JKi-x ) \4 4 a / 4* 

r r 6 /x 5 5-i , 5-5 - 1 \ 5-S 1 

v«^ ^ 

in generale risulta la primitiva l—r— s , ove F* 

0 1 J VI'-*') 

espri 

-e 

(«-ifr » - - ;)— - 5 - 5 - ^ 

2 /( 21 — 2 )( 2 i — 4 ) — 4-27 ^ 

(ai— i)(ai— 5) 5-5i 

-+• -i— : : TT —, — A.SCn.X-4-A. 

21 ( 21 — a)(a 1 — 4) b-4'2 

Cosi, ponendo nella medesima equazione in vece 

dcll’m successivamente a, 4> 6, - - -, e rammentandosi , 


esprima un numero intero, eguale a 

r x %i ~ l ai — 1 (ai — iVai — 3) ... 

h — r — r- ix — - : 77 x H 

21 ( 21 - — a) a/(ai — a)(aj — 4 ) 

(ai — i)(ai — 5 ) 5 - 5 - 1 


clic 


— J )~~ — l^(‘ — • r *)> s * hanno le seguenti 

r x 7 /x 6 61 4 6-4 - 1 » 6-4-a-iV/. , 

JW^KTr^T*? *ri^r'- x hK 


f 




;X** _, +r 


ai(ai-a )- 1 


x 


*H 4 


— 1/41 

1/(1 -x a )~ Vai+I (ai+i)(ai-i)~ (ai+i)(ai-i)(ai-5) 

ai(ai-a)(ai-4) 4 ?\. „ a . .. 

(ai+i)(ai-i)(ai-3) 5-5/^ 1 ^ 

Prima di abbandonare questo esempio, esjiorrò 

C x f * f x*' 

anco i valori delle primitive I— -, /— -estese 

dalla x=o sino alla x=i . 
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Evidentemente queste primitive limino i loro va- 
lori corrispondenti alla x = o, che sono, quello della 
prima zero e quello della seconda 

21(21 — 2) -if • 2 

(a/—*— 1 )(at — 3 ) 5 - 3 ’ 

e quelli corrispondenti alla xr=i , che sono, per la prima 

(ai — i)(2i — 5 ) 5 - 3 - 1 ^ 

21(21 — 2) (a* — 4 ) 6 - 4 1 '-* a’ 

e per la seconda zero; adunque si avrà 


f 

f, 


0 x** (ai — i)(ai — 5)-- 

[/( 1 — x a ) ai (ai— a)(ai — 4) — 

0 x ! ' +I ai(ai — a)( 2 Ì — 4) -_ 

J/(i — x 1 ) (ai-*-i)(ai — 1 )-- 


— -3 3 i et 

■ --(i'4-a a ’ 

--6-4a 

-- y-5-5’ 


e 


LEZIONE IV. 

Delle primitive delle funzioni trascendenti. 

96. Esporrò qui unn regola , sino ad ora da noi non 
usati, che si chiama regola di integrare per parte o di 
trovare le primitive a parte , colla quale si riduce la 
ricerca della primitiva di una funzione a quella di 
un’altra, e che si suole usare segnatamente, per trovare 
le primitive delle funzioni trascendenti. 

Intendansi colle p, q due funzioni della x. Dal 
$ 18 si ha 

(pq) 1 =//(/-)- ptj', c però sarà pq — fp'q -+- fpq’, ossia 
Jpq ! — pq—jqp'; 

per cui, posto q'^zr, e conscguentemente q—Jr, si avrà 
fpr—pjr-f(jr)p'; 
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vale a din*, la primitiva del prodotto pr eguale al prò» 
dotto del fattore p per Jr, primitiva anco particolare 
dell’ r, meno la primitiva del prodotto della stessa pri- 
mitiva Jr per la p' derivata del fattore p. 

Volendo determinare la primitiva di una data 
funzione con questa regola, converrà decomporre la 
medesima funzione in due fattori , tali, che sappiasi 
trovare la primitiva di uno di essi e quella del prodotto 
di questa medesima primitiva per la derivata dell’al- 
tro, ori almeno, che la determinazione di ciascuna di 
queste due primitive riesca meno difUcile di quella 
della medesima funzione data. 

qy. Prima di parlare delle primitive delle funzioni 
trascendenti farò vedere come si possa trovare, eolia 

• X* 

regola qui esposta, la primitiva della — — , che 

è funzione algebraica ed irrazionale. 

Diasi a questa funzione la forma 


.r”"'(.r-»-n — a) 

X*- 1 

n ~ r . 

[/(■nix — x 3 ) 
e si avrà 

ossia fl, ,. _ . 

|/(afiX — X 3 ) 

|/(mx — x 3 )’ 

f x“ 

r x H 

_ />, 

J l /(nix — x a ) 

~ J \/X™ X — X 3 ) 
a — x 

J \ /(mx — x 3 ) 

Supposto x’ 1 " 1 : 

— P’ |/(aax — x 3 ) ” 

= r, si ha 


p' — (n — i)x M , e Jr— \/(iax — x 1 ); c però sarà 
Jpr=z c n '' | /(nix — x 3 ) — (« — i)Jx*"*^(a<ix — x 3 ), cioè 
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in oc oc* 

Ma per essere x' 1 "* 1/7 inx — x*)~ -■ .r' , " a , bassi 

1 v ; ' \/{iax— x*) 

adunque si avrà lunazione 

r x* r r ' 1-1 

/ = — .r"- 1 l/laox — x a ) -+- n /— 

J l/( iax — x*) ' J ^/(aax — x*) 


la nx — a" 
x** 1 /** t r n 

- 1 - ” i — 1 Li v i ^r n ~ '"-y ■ 

la quale somministra 

r x* __ . a{in-\) r X* ' 

Jy(iax-x ' n ^ J )H ITj ]/{iax-x*)' 

cioè la primitiva richiesta espressa per quella della 

jB- 1 

funzione -77 — 

l/(anx — x*) 

In quest’ ultima equazione cambiando la n succes- 
sivamente in n — 1, n — a, --- 3 , a si comprenderà 
facilmente che la primitiva dimandata dipenderà in 
ultimo da quella della funzione 

ossia della - • 


^'(2<JX X a ) 


■ i/n~)j 


a — x 


che (5 78) è A. sen. 

98. Abbiasi in primo luogo la funzione logaritmica 
x" log. x. 

I JC n ^ * 

Supposto log.xzz;/;, x a =r, e però 


n-Hi 


si avrà, dalla csjxistu regola generale, la 

/x* loe.xrr-- loe.x — - ' - /x", os 

J «-*- 1 D n+ij 

I X n lpg.x = log.X rr -+- K. 

J 0 n-+- l ° («-♦- l) a 


Digitized by Google 



LEZIONI 


128 

Nel caso di n = — 1, unico pel quale riesce difettosa 
questa primitiva, si ha J ^ r — — I°g-x; e però sarò 

^^log.x=^og.\r-^-log.x, cioè ^^log.x— ^log. ’x+ K. 

Facendo n = o nella formula generale della primi- 
tiva di x"log.x, lmssi 

/log. x — x log. x — x -t- K. 

In secondo luogo, vogliasi la primitiva della fun- 
zione x" log."' x , ove l’/« esprime uu numero intero e 
positivo. 

Suppongasi r~x n , p—lo$. m x, e però j rzx. — , 

p'~ — log. m " 1 x; e si avrà 

Jx” log. m x— ^ log. m x — log." 

con questa trasformazione si vede, che la primitiva 
della funzione X n log. "'or dipende da quella della 
^•"log."*" 1 x: ili un mo<lo analogo questa primitiva si fa 
dipendere da quella della x" log.' ,H *x, quest’ ultima da 
quella della x" log.’"‘ 3 .r , e così continuando, la diffi- 
coltà di avere la primitiva richiesta si ridurrà evi- 
dentemente a trovare quella della x"log. n x ossia della 
x '" 1 


■ x : 


x", che è 


-. Dimodoché avrassi 


Jx” log."'x“ T - — log. ra x ■ 


x n+1 log. m -'x- 


(n-t-i 
in (in — 1)--- a ■ 1 


K, 


oppure 
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Ecco la primitiva richiesta, <|iialuiu|ue sia l’/j, ec- 
cettuato il caso «1 nz—i, pel (piale però si ha d’altronde 

I— - log."'* r= - — loq." IH x -+- K. 

J x ” m-t-i ° 

Quest’ultima primitiva sussiste anco qualunque 
sia 1 ’m, escluso l’unico caso di m~ — i; pel quale però 
la funzione riducesi 

i i . (lng.,r)' 

x log.x log.x 
la cui primitiva è log. log.x-+-if. 

Se in vece della funzione x" log. m x si avesse la 
J (x) • log.'"x : posto 

f/(x)=/ t ,]&■=/» J& —fi > --- 
si avrebbero le equazioni 
J'f\o g . m x~f l ■ log. m x — m yjlog.-x, 

log.^x=r t ìog.^'x—(m-,)J^ log.-’x 

0\o g -^x= log. m ' 2 x — (m — aj/f-log.-^, 

e per tanto risulterebbe 

ff(x) log .' n x~f • log.'"x — ni / 3 • log. m-l x 

— i)/j ■ log.'"* a x — ecc.; 


il termine (//i-t-i) esimo di questo polinomio non con- 
terrà la trascendente log.x, almeno quella clic entra 
nella funzione J(x) log. n, x. 

Tom. I. q 
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Cosi, se in vece «iella funzione f(x) • log."'.r si. 

I /w , 

avesse Ja r 1 — ; ponendo 
log."‘x ‘ 

( x f( x ) )'=/ i > ( x f <(■'))'= f , , ( xf t (x) — - a vrebbesi 


5^ 

cr: 

II 

xf 1 I 

r f ' 

iJiog. n ->x’ 

(/Il 1 ) log. m l .t ' III— 

r r ’ - 

.rf, + . 

f f ■ ... 

log.'"- , x 

(m— a)log. m ‘ , x in— 

■ij log." i a x’ 

nero 

r .f(- r ) _ 

xf 

*r t 


J log."\r (//i~i)log. m “'x (w-i)(m-j;log. ,,, ' 2 .r 

; ffm-i . 

(;«-i)(;«- 3 ) ilj log.x’ 

cioè la primitiva richiesta di [tenderebbe «la quella «Iella 

funzione — , nella «piale l’ esponente del log.x è 

I’ unità. 

«)<). Troviamo in sei’ondo luogo Ja primitiva della 
funzione a T f(.r) esponenziale. 


, r ,i T 

Suppongasi p—J(x), r~a T , e pero J r= - — ■ — ; 
c si avrà 

f"* fU) = ì~ /W — J"n’ f{x), 

blindi sarà 

J log«\ log.» log. a J 


Quindi sarà 
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cosi cliè avrassi evidentemente l’efTettiva primitiva, qui 
richiesta , almeno pei casi che la /(x) sia una funzione 
algebraica razionale ed intera (5 7'). 

Se per trovare la primitiva della funzione u x f(x), 
in vece di fare la decomposizione eseguita dianzi, si fa- 
cesse la seguente p=M*, r=/(x); supposto ff(x)-=zf x (x)> 

SA (■>') — /,(■*') , ; avrehbesi procedendo in un modo 

analogo al medesimo usato dianzi 




Ja x /(x)=a x (A(x)—f t (x)log.a-+-f i (x)(\og.a) t —ecc.) 

Converrà per alcune funzioni Li prima di queste 
due decomposizioni, e per altre la seconda, per esempio, 
pel caso della J"(x)~x n , ove l’n sia numero intero, 
converrà la prima, che dà 

fa* x- = X- (a* - " x- -4- " (W — '.) ^ 

J log.a\ log. a log.*n 

± ^.^y K . 

in vece pel caso della f(x) — — - , n positivo, converrà 


la seconda, colla quale si trova 

/Vi* a r / x x* log. zi x" -1 (log.a)" - ’ \ 

J x“ x n \/i-i "*"(/»— 1 )(n— 2)"*"" 3-2/ 

(log. a)"~ l ra* 
~ (/*— 1 )(/*— a)i — ij x ’ 

giacché la ricerca della primitiva I— — riducesi visibil- 

Ca* 

mente a quella della J , la quale però presenta 


essa 


pure le sue difficoltà. 
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ioo.Iii terzo luogo troviamo le primitive ili funzioni 

trascendenti circolari e cominciamo da quelle delle 

funzioni tang.x, cot.x, sec.x. cnsec.x. 

, sen.x (cos.x)' , 

Essendo tang.x rz: ~ » sani 

cos.x cos.x 

f tang.x — — log. cos.x -+- K. 

Similmente trovasi j rot.x — log. sen.x -+- K. 

I cos. X 

Cosi, per essere sec.x — zz — , c que- 

1 cos.x i — sen. x 

sta frazione identica alla somma 

i cos.x i cos. x , 

_ h — , saia 

i i-t- sen.x a 1 — sen.x 

f >cc.x = ’ log. (i-+- sen.x) — i log.(i — sen.x)-+- K. ossia 

fsec.x=.log. 1/ — —— -t- K, tal anco eguale a 

J D y i — sen.x 

log- tanfi- ^ ^-+- A, 

ove y r esprime due angoli retti. 

Con un metodo analogo si trova 

J? 

Jcosee.x = log. tang. — i- K. 

Finalmente, essendo ! = tang.x-*- cot.x, 

sen.x cos.x 

si avrà 

| 1 rlog.sen.x— log.cos.x + A’zlog. tang.x -t-À. 

J sen.x ros.x 

mi. Troviamo ordinatamente le primitive delle 
funzioni 


cos." x' sen." x cos. x 
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SupjKisto p—seu. n ~'x , ed r — sen . ,r , e però 
jj'zz-(n — i ) sen.^'x cos.x, j t'— — cos.x, si La l’equazione 

j >en. ,, ar — — cos. x sen."-' x-t- (n — i ) f cos. J a’sen.' M x, 

la quale si riduce alla seguente, ponendo per cos.*x il 
suo valore i — sen.*x, 

J scn."x z- cos.x sen"“‘x + (n-i)f sen."' a x - (n - 1 ) Jsen. n x , 
die dà 

flen.”x — — —cos.x scn.^'x-H” / scii. n '*x. 

J « 11 J 

Con questa ultima si trova facilmente, per n pari 

(lcn."xz-U sen."" , x+— , -sen."' 3 x+(— — - jj — ^sen. n ‘ 5 x+- 
J n\ n - 2 (n-aj(n-4| 

(n-i)(n-3)”-3- 5 \ 

+ , , — - sen.x )cos.x+ 


in — i)(n 


(n-2)(n-4)- 

— x-i-K, 


«(«—»)(«— 4) — 4' 2 

e per n dispari 


/*' 


x[ fl-i „ (n-iWn-5) 

— I sen.""'x+ scn."" 3 x+' r sen. nj .r-' 

I „ !.. ..W.. 


« \ 


(H-a)(M-q) 


(/i-i)(n-3)-"4-a \ ^ 
(H-2)(/l-4)-5òf 


Cambiando, in queste primitive, la x in x, c però 

sen.x in cos.x, e cos.x in sen.x, si Lamio le corrispon- 
denti primitive della funzione cos."x, che è la seconda 
richiesta. 

Per avere la primitiva della scn. m x cos. n x , si 
supponga p— cos.^'x, ed r ~ r sen. m x cos.x , e jierò 

1 ) cos.'*‘ a x sen.x, e Ir— — — sen." M 'x;csi avrà 

' J m+i 
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'xcos. x: 


'xcos. n 


n 1 r r i 

Èros" 

m-+-ìj 


a x sen. 


ossia, posto por sen. il suo valore sen. m x-$en. M, xcosAr, 
fsen. m xcos. n x— — - — sen. m+, o:cos. ,,-, x 

J w+i 

n — i r m „ n — 1 r 

h — — Isen. j?cos. .r I sen. 

in -+-\j 

da cui si desume la relazione seguente 

i 


xcos."x, 


^sen. n ’j 


x cvs. n x — 


■ sen. 


1 cos. 


ni - 


- n 


n — i r „ 

I sen/ 

rn nj 


’x eos. n ~* x. 


Con questa equazione , la primitiva richiesta dipende, 
nel caso d * n dispari da quella di sen."\r cos..r , che è 

— - — seo. M,4 ’ l -4- K\ e nel caso di n pari da «niella di 
m -+-i 1 1 

sen. ra .r, la quale si è trovata sopra. 

Se in questa medesima ultima equazione si cambia 

la n in meno n bassi 

n-4-1 /"sen , m r 

— I _-r^— > ossia 


"sen. m r 

I 

sen. mf, .r 

cos.''.r — 

ni — n 

cos.^'x 

" sen."',r 

i 

scn. m *' , .r 

eos.' H “j' 

cos. n+, jr 

''sen. m jr 

i 

sen. m+ ‘a: 

cos. n x 

n — i 

cos."-'.r 


sen/'iT 

rolla quale, la primitiva della — si riduce, nel caso 
dell’/t pari a quella della sen. m x , già nota , e nel caso 


dell’n dispari n quella della 


sen."‘x 

cos.or 


; e per tanto la pre- 


sente primitiva si conoscerà , quando eonoscerassi que- 
st’ ultima: troviamola. 
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Supposto JVZ 


p' ~{m — i) 


sen. 


sen. 

cos.x 

m-* 


e però rrsen.x, J n-cos.x, e 


cos.\r 


x . . sen. x . . 

Im — 2) — - , si ha 


cos.x 


(pr--sen. m ~ , x+(m-i) f *— X , ossia 

J' J cos.x J cos.x 

/ sen. m x i _ , /”scn. ln ' a x 

~ sen. 'x -t- I , 

cos.x m — i J cosa- 

la (piale somministra, per m (tari, 

/ sen."x i .... i 

COS.X Tt 


sen. 


-3 


e per m dispari 


— — sen.x — t— log.tang.^- -4--^ -+- A', 


fi 


sen. \r_ sen.'" ’x sen. 
cos.x m — i 


n.-3 , 


; -log.cos.x+ K. 


ioa. Per facilitare la ricerca della primitiva di una 
funzione, spesse volte conviene ridurla a quella di una 
trascendente, se essa è algcbt niea, e reciprocamente a 
quella di una algebraica, se essa è trascendente: darò di 
ciò alcuni escinpj. 

Se per la funzione — J ; si fa x=sen./, bassi 

Vi'—*) 

^ — cos.z, e (/(i — x J ) = cos./, per cui essa si 

riduce alla semplice sen." 1 /; dimodoché, se nella primi- 
tiva di questa rispetto alla /, si porrò in vece di sen t 

x m 

la x, avi-assi quella della — — rispetto alla x. 

Vi'—*) 

In secondo luogo, abbiasi la funzione tang. m x: 
supposto tang. x ~t ossia x rr Ang.tang. /, e però 


/ dx 
\Tt 



i.rzioprr 


1 3G 


— — ; la ricerca della primitiva della fun- 
dt ) i-t-f 1 r 

zione tang." 1 x riducesi a quella presa rispetto alla t 


f* 

•Iella — , la quale si La in un tratto. 

i r 1 

In terzo ludgo, vogliasi la primitiva della frazione 

, la quale occorre spesse volte : le a, c, d 

d-4-ccos.x * 

sono costanti. 


Suppongasi tang. -=/, e si avrà tang. x~ — , 

cos.r e ( — 2 — ;ela proposta iidurrassi 

i -+- 1 3 \dt ) ih—/ 3 1 v 

alla seguente, algebraica, 

20 

C - 4 — d~+~(tl — c)/’ ’ 

la cui primitiva si sa (5 80) trovare: troviamola effetti- 
vamente, evitando la comparsa degli immaginari ap- 
parenti. 

Distinguasi per ciò i tre casi di d eguale, maggio- 
re e minore di c. 


Se d~c, la funzione in t riducesi alla 


in a 

c-*-d c 


una cui primitiva è e però la primitiva richiesta, 


, fi , JL „ 

per questo caso, sarà - A. tang. — -+- A. 

Se d~^>c, alla funzione in l si dia la forma 

Vt~ 

la 1 . , 1 d-t-c 

— • — d-— oss,a 2rt Vtfit, 


d-*-c d — c . 


{' v 


d — c \ 2 ' 
dn-c ) 
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una cui primitiva evidentemente è 

in . . ,d — e 

' Ata " e ' ' ^ 

e per tanto la richiesta sarà 

in , / — e ar\ 

- “° 5 ' à )■-*• 

Pel casodi</«^c, diasi alla medesima funzione 
in t la forma 

in l c-*-d 

, • — , ove a e posta per 1/ 

c—d a 2 — t‘’ 1 1 v c—d 

questa è evidentemente identica all’ 

n l i i V 

• I /le 1 — d 1 ) 1 1 - 4 - a t — al' 


• J/(c* — f/ a ) \ t h- a t — a ) 

.... n . t-+-a . . 

una cui primitiva c =- log. ; quindi pel 

[/(< — d 2 ) ° t — a n 1 

caso presente la primitiva richiesta sarà 

[ /(c — d) ■ tarig. -+-\/(c-4-d) 


VP-*) 


]/(c — il) ■ tang. [/(c-^-d) 


io5. Vediamo anco, come trovare la primitiva della 
. . acns.x-t- b „ 

liinzione - — T — , ove 1 n esprime un numero 

(r cos.jj -+-*/) " 1 

intero positivo, e le a, b, c, d costanti qtialsivogliono. 

Si potrcblie ridurre la ricerca di questa primitiva, 

a quella già contemplata (§ 83) ; ma stimo bene di fare 

jier essa, ciò che ho fatto per quella. 

Suppongasi 

/'Viros.x-t- /> Asen.x . r B-+-C cos.x 

J (ccos.x-t-t/j* (ccos.x-t-d) n ~‘~J (c cos.x -+-d)"~' ’ 
dove A, li, C sono costanti a determinarsi , perchè nl>- 
bia luogo questa equazione indipendentemente dalla x. 
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Derivando questa equazione, c dalla risultante eli- 
minando i denominatori, e poscia sostituendo i — cos.^x 
per scn.’x, indi eguagliando fra loro i coefficienti delle 
simili potenze di cos.x, si hanno le tre equazioni 


(n-i)cA +dB— irò, Ad+ Bc+Cd—az o, C-(«-a) A ~o, 

clic danno 


À ad- — he bd — ac n — i ad — he 

A —(„— l )( ( p-c*ì — d‘—c" C rfW 1 

e per tanto si avrà l’equazione 

rn cos. x -4- h ( ad — òc)sen. x 

J (c co*. x-t-d)* (n — i ) (ti‘ — c a ) (c cos. x -+- d)“ 1 

l /'(« — i )(hd — ac )■+(/! i)(ad — hc)ca$.x 

~*~(n — i )(d J — c' 1 )J (c cos. x-t- </)"'* 

pel cui mezzo evidentemente la richiesta primitiva di- 


penderà finalmente da quella della funzione 


t'cos..r-+-<7’ 


clic si sa determinare. 

Se fosse nzz: i , nella equazione qui trovata , com- 
parirebbe lo zero nei denominatori: ma ecco, come si 
può avere la primitiva in tal caso. 

Essendo, come è facile persuadersi 


a cos.x -4— h a bc — ad i .. 

— /=-- 1 j, si ha 

r cos.x -t- a c c c cos.x -w/ 


ra cos.x -t -h a 

J c cos.x -+- d c 


b c — ad 


% 


c cos.x - 


d ’ 


c però si terrà per conosciuta anch’essa; giacche dipende 

da quella della già determinata. 

1 c cos. x -+- 71 

io;}. Occorrono talvolta le primitive ili funzioni tra- 
scendenti circolari , nelle quali vi sono gli angoli eflet- 
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tivi in vece dei loro seni, coseni, : dirò qui pure , 

come si suole procedere nel rintracciare alcune di esse. 

Supposto ff fx) =zf,(x), mediante la solita pro- 
prietà (S 96), si hanno 

Jf(x) • A.sen ■ A.sen. x ~ f\/{ì— x ») > 

^/(x) • A.tang.x — ,/",(x) • A.tang.x 

cioè le primitive delle funzioni f (x) • A.scu x, 
/(x), A.tang.x dipendenti da quelle delle 

/,(•*•) J\( x ) 

1/(1— x»)’ i+x 1 ’ 

che saranno algebraiche, se lo sarà/dx). 

Vogliasi ora la primitiva della f(x) • (A.sen. r) B , 
ove l’« esprime un numero intero e positivo. 

Supposto (y’(x)r /*,(x), e per semplicità A sen.xrijl(x), 
colla medesima proprietà anzi citata, si ha la espiazione 

colla quale si può far dipendere la primitiva richiesta 
da un’altra, in cui manchi la rp. 

Nel caso della J'(r) — t , e però Jf{x) — x, bassi 

fr=xr-.f<r 

Ma la stessa equazione dà 

ff"' V{ Z- X >) =-'F' ■ |/(i-x*)-t-(n-i) I j>‘; 
adunque avrassi la seguente 



mediante la quale, la richiesta primitiva', dipenderà o 
da quella della unità, ovvero della $ cioè da quella 
della A.sen. x, note entrambe. 
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Tirile primitive degli ordini superiori delle funzioni 
di una sola variabile , e delle primitive duplicate , 
triplicate., - - - ossia parziali. 

io"). Si chinina primitiva n esima o dell’ordine enne- 
simo della f( r), quella funzione la cui derivata n esima 
v la stessa f(x)\ e si indica col simbolo 

✓MIO 

j l(x)dx n o semplicemente col I J(x) , quando la va- 
riabile sia sottintesa. 

n> 

Abbiasi F(x)~ ! f(x)dx m 1 n ossia F ml,m {x)~ f{.r) 
Essendo F lnHn) (x)~(F“"'(x)y m , sarà 
(7 A '*'(x))" ll ~ f(x), e però 

sfitti s*(m> y-*(m 

F tm (x)~ jj'(x)dx n ed anco /'(r) — / dx m J f [x)dx". 
E quindi avrassi 

/ «on+m frinii ✓Ma) 

f(x)dx” 1+n = f dx"' j f(x)d.r n ; 

vale a dire, la primitiva (m~+~n) esima della /J.r) eguale 
alla primitiva m esima della primitiva n esima della 
stessa l’unzione f(x). 

Da questa proprietà emerge successivamente 

/ <n) ✓Mn- 1) /-* s*in- ai /-» ✓■* 

f—l dx Ifdx— ! dx ! dx ! fdx~ 

— J' dx J' dxf dx -C i dx Jfdx 

ove il segno f in quest’ ultima è ripetuto n volte. 
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E per tanto, la determinazione della primitiva di 
un ordine qualunque non presenterà difficoltà essen- 
zialmente diverse di quelle, die si incontreranno nelle 
determinazioni delle primitive del primo ordine. 

Sia f(x)—x"\ e vogliasi j J\x). 

/ % jfl+l 

x m dx — h K, sarà 

«*•+-« 

/ <» v^H‘2 % 

x m = ; r e pero 


Kx-t-ft, e però 


, . _ — _ Kx* . _ 

J (//i- 4 -i)(/«-i-a)(/«-r-J) a 

K. V, C esprimono le costanti volute dalle tra primi- 
tive eseguite. 

Sarebbe stato questo il luogo opportuno di porre 
ciò che costituisce il 5 SS, ma fio creduto lune di porlo 
immediatamente dopo l’esposto nell S^. 

106. Le F,f rappresentino due funzioni di due o più 
variabili x,y, z, indipendenti, ed abbiasi primie- 

ramente 

/ tt"* n F \ _ 

\dx m dy n ) 

La F avente la derivata parziale (m-t-n) esima 
eguale alla /si chiama primitiva parziale (/«-+-») esima 
della / medesima, e presa m volte rispetto alla x, ed 
n volte rispetto alla f, e si suole indicare col simbolo 

| fdx"'dy\ 

( d m+n+r F \_ r 

In secondo luogo abbiasi I dx m dy"t& ) — * ’ * 

chiamasi primitiva parziale (n»-»-n-+-r) esima della /, 
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presan* volte rispetto alla x, n volte rispetto all.i_y, evi 
r volte rispetto alla z; e si indica col simbolo 

/ (fiH-n-l-r) 

fdx m dy n dz T . 

Le / Jdx m dy u , j Jdt"'dy n dz r , - - - si chiamano an- 
co primitive od integrali duplicati, triplicati, r- -. 

/ d n " *F\ , . , fd m F\ r ,m . 

Esse,ul ° tw)^’ 81 ,ia (d^)=fS‘ l -r n ’ e 

Wnn /-*n\ 

però F~ I dx m ! f dy n . Ma d’altronde bassi 
/ d" 1 ** F\ ( d" 1 "' F\ . ( F\ 

(d^)={dyw)’ P " 1 ' CU1 (&&:)=/’ ossia 

/ f / n F\ wm wno 

e P 0 ™ anco dy"J f dx m -, 

adunque sarà * 

/ <w> W») Wm> 

rfx m I fdy n eguale alla / dy n j J'dx m . 

Proprietà analoghe a quella rappresentata con questa 
eguaglianza hanno evidentemente luogo por le primitive 
triplicate, . 

Da queste poche dichiarazioni manifestasi che le 
determinazioni delle primitive duplicate, triplicate, --- 
riduconsi in sostanza a quelle di più primitive ordinarie 
cioè di una sola variabile. 

Si abbia f-x m y n -, e vogliasi F — I fdxdy . 

y j-ny+i 

Per essere Jfdy ~ — t-K,K costante rispet- 

to alba /, si ha 




\ 


Digitized by Google 



DI CU.COLO SUBLIME 14^ 

Siccome nel trovare la primitiva rispetto alla y si deve 
consiilerare la x come ima costante, rosi la K, intro- 
dotta per completare questa primitiva, potrà essere una 
l'unzione arbitraria della x; onde indicare questa sua 
proprietà scriveremo K ( r) , per cui sarà 

W«+l ylt H 

F=-, J-~ + fK(x)dx-*-B(j), 

la fl(j ) ò per quest’ ultima operazione eseguita risalto 
alla x ciò, ebe la K(x) si è supposta jier l’operazione 
eseguita rispetto alla y . 

Essendo K(.r) una funzione arbitraria della x, la 
) K(x)<lx sarà anch’essa una funzione arbitraria della 
x medesima: cliiiinisi A(x). Quindi la F richiesta ri- 


sulterà così espressa 


-+-A(x)-+-B(y). 


saranno 


(//*—♦— i ) (//—»— i ) 

fvn+n 

In generale, nello sviluppo della / fdx m dy" vi sai 

ni funzioni arbitrarie della y ed n funzioni arbitrarie 
della x ; anzi analoghe proprietà hanno luogo ]ier gli 
sviluppi delle primitive triplicale, quadruplicale,-»-. 

io-, l’er le primitive duplicate, triplicate, po- 

trei esporre almeno altrettante proposizioni analoghe a 
quelle trattate dal 5 84 al 88; ma per varie ragioni 
mi limiterò alla esposizione della sola seguente, della 
quale è un caso particolare quella relativa alle primi- 
tive duplicate analoga alla trattata al 5 87 per le 
primitive semplici. 

La f funzione delle x, y sia algebraica razionale 
intera e del grado ni rispetto alla x, e dell’ n rispetto 

alla j , c si voglia l’espressione della l b /|x,y)zir. 
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cioè della primitiva rispetto alla y, clic comincia colla 
y — o, della quantità già primitiva della f(x,y) presa 
rispetto alla x e che comincia colla x~ o, espressa 
per quei valori della f(x,y) medesima i quali cor- 
rispondono 

alla X — O, a t x, a 2 x, - - -, x 

cd alla y — o, c,y, c^y, , y 

dove si la o, «, , a,, - - - i, che la o , c, , c, , i 

sono due serie numeriche entrami*; crescenti. 

Ammetteremo conosciuti i valori delle 


A y t/|> — — — A r y B y i » * ■ * » 

che rendono le primitive \ J(p(t)dt ,Cx(t)dt eguali ai 
prodotti 

/(// <p[o) -t- Arffa,/) -4- A ~+ 1- 1 ))> 

/(7?5.(o)-4- /?,?.((’,/)-+- 1 - B s X(t)^, 

ove le (p(r).l(l) esprimono funzioni della t algebraielie 
razionali intere , la prima del grado m , e la seconda 
del grado n. 

Si ponga 

4A°'y)+ A J\ a i x >y)+4*A n x x ’y)+-+4rA*>y)-'ì i {yY> 

e iter lo ammesso diansi avransi ' 

✓“H> o s*o x-%n 

J fdx — x^(y), ej dy J Jdx ossia xj y(y)dy 
eguale ad 

x y(B\{°) fl»vKr)-+ >- R,v[y))- 

Sostituendo in questa espressione della primitiva 
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JdyJfdxia luogo delle quantità 

i loro rispettivi valori , si ha evidentemente la stessa 

eguale al prodotto di xy per la somma di 

tutti i valori di A a tì fl J\a ;x x, c^y) corrispondenti all’ 

« — o, i, a, — - r, ed alla [i — O, i , 2, s. 

Per dare un esempio sia m ~ n~ 3 ; e sarà (§ 87) 

r—s—i,a l ~h,~—,a~c % —i,e le altre a e c nulle, 
2 

li I 

ed A ~B~- , A, rz ed A e però 

S>Q /**0 

nvrassi lai dy I fdx per questo caso eguale al prodotto 

di xy per la somma di tutti i valori di A a R ^l\(i lx x,c ft y) 
corrispondenti all’anr/J ~o, 1, », somma che è la 
seguente 

(/]o, o)-+-/(x, o)-f-/(o,j)-t-/(x,7)) : 36 

più (y(o» 5 +/(jo)+/(jy)t-/(i^)) : 9 

'■‘f /(!■!) 

Evidentemente quest’ultimo risultamento è per le pri- 
mitive duplicate ciò che lo esposto nel paragrafo 87 è 
per le primitive semplici. 

108. La F si ritenga una funzione delle x ,y; c slip- 

/ (m> 

Fdx m zzP,P sarà aneli’ essa funzione delle 

x,y medesime. 

Da questa equazione si ha la 
Tom. I. io 
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ovvero 


- p , ossia 


iffi 

„ fd m P\ . /rf»F\ fd m + n P\ 

F ={jr -)' rf (a? )=\SW- ) 

r(£y*-=(£ 

ove p esprime una funzione della sola y ed algcbraica , 
razionale, intera e del grado m — i. Vale a dire, la 
primitiva m esima rispetto alla x della derivata n esima 
rispetto allajy- di una quantità qualsivoglia e la deri- 
vata n esima rispetto alla y della primitiva m esima 
rispetto alla x della medesima quantità differiranno al 
pili di una funzione algebraica, razionale, intera della y 
del grado (m — i). Anzi analoga proprietà ha luogo 
anco per le funzioni di quante variabili si vogliano. 

top. Cosi, se la funzione F(x,y, ) avrà le derivato 

parziali dell’ordine n esimo eguali ordinatamente alle 
derivate parziali analoghe dell’ordine n esimo della 

J (x,y, ); leduc funzioni differiranno al più di uua 

funzione delle x,y, algebraica razionale intera del 

grado (n — t ). 

Limiterò la dimostrazione al caso di due sole va- 
riabili, e che le derivate tra loro eguali siano quelle del 
terzo ordine: si concepirà però, come essa si potrà esten- 
dere ad ogni altro caso. 

Chiamisi A la differenza F — f 

Essendo per ipotesi 

pi" — fin pii — fii pi — n p — f 

r — J > r i — h > r n — J ni 1 in — Jtll 
si avranno le equazioni identiche 

A"' = o, A/ = o, A', = o, 
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Dalla A"'~o si ha l"—(p(y), la quale dà AJ '—tp'(y); 
e però, per la seconda AJ'~o sarà $'(y)=z o ossia <p~A 
costante; cioè avrassi 

A "—A. 

Questa dà A '~Ax^\p(y), la quale somministra 

per cui stante la AJ,zzo sarà tp"(y)—o ossia t^—By-k-C, 

ove B, C esprimono due costanti ; e per tanto sarà 

A' — A x -s- By C. 

Da quest’ultima si desume A Bxy-*-Cx-*-tly), 
che dà &,n — i'"(y), per cui, essemlo A //f — o sarà 
l!"(y)—o ossia i rz j I)y* E y -+- G , ove le D,E, G 

esprimono altre costanti. Quindi sarà A ossia 

F — f— l A x‘ -+-Bxy -t- i Dy'-y-Cx -+- Ey-*-G : 

appunto come si è dichiarato. 

Se le derivate eguali fra loro fossero le sole prime, 
le due funzioni differirebbero al piìi di una quantità co- 
stante. 

Sopra si è veduto che la A, avendo le proprietà 
A'" zo, AJ' = o, A5 / = o, A /(/ =o, è necessariamente 
della forma \A x“ B xy-i- iDy‘ -*-Cx-+-Ey -t- G. 
In generale, se le derivate parziali n esime di una fun- 
zione di un numero qualunque di variabili saranno nulle 
separatamente, essa consisterà in una funzione delle va- 
riabili stesse, la quale sarà algebraica razionale intera 
cd al più del grado (n — i). 
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PARTE QUARTA 

SVILUPPI , E RELAZIONI TII A UNA FUNZIONE F. LA SUA 
PRIMITIVA, E TRA LE QUANTITÀ SVILUPPABILI SE- 
CONDO DIMENSIONI POSITIVE E CRESCENTI DELLE 
STESSE INDETERMINATE. 

LEZIONE PRIMA 

Digli sviluppi ordinar/ di una funzione qualuiiipie. 

no. Oomincerò a dimostrare, che luquantità «rag- 
giungersi alla <J>(x) per costituire quella die eguaglia 
la (Jt(x-t-u), ritenuta la x variabile e l’« indeterminata, 
ilcv’ essere della forma 

p o -+- q uf v o* ere. , 

come si è supposto tacitamente nella prima lezione; c 
ciò farò, ammettendo runico principio, che, se una 
funzione di una variabile si annulla , quando la varia- 
bile sia zero, essa funzione consiste nel prodotto di una 
potenza della variabile con esponente positivo per un’al- 
tra quantità, che uè si annulla nè diviene inlinitn col- 
ia unni tursi della variabile stessa. 

Suppongasi 

<P(x-*-u)=.$(x)-+-A (x,o), 

c ciò debba aver luogo |>cr la x variabile ed o indeter- 
minata, non escluso il caso della uro. La .4 (x , «) 
non sarà nulla, perchè f(x) è ima funzione della x; ma 
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il suo valore corrispondente alla omo cioè A (x, o) do- 
vrà essere nullo. 

Essendo A (x,o) tal funzione dell’o, che si annulla 
colla o ~o, si può essa rappresentare col prodotto o m B, 
ove l’esponente zzi sia tale, che il valore della B(x, u) 
corrispondente all'» mo non sia nè zero nè infinito; e 
però avrassi 

gf(x- 1- o) — <p(x)-*-o m B(x,u). 

In questa equazione si ponga x-+-o invece della x, 
e si avrà la 

ijf (x a o) m $ (x o) -4- « Bl Z? (x -+- o, o) ossia 

0 (x -i- 2 w)— ijf (x) -+- o"‘ ( B (x, o) -t- B (x -+- o, o)') : 

nella stessa prima equazione cambiasi l’o in 20, ed 
avrassi la 

tp (X -+-2 O) — <p (X) -4- O m • 2 ra B (X , 2 il). 

Le due equazioni, qui ottenute, somministrano la 
seguente 

ip (xH-t» ra - 2 m Z?(x,ao)m (p (x)-t- o m ( B (x, «)-+-Z?(x-4-sz,«)); 
e però sarà 

a" 1 -B(x,2o)—B (x, a) -t- B (x -+- «, o) 

ove le x, u sono tuttora come al principio indetermi- 
nate affatto. 

Facciasi in qucst’ultima omo; e si avrà la 
a" 1 B (x, o ) — B (x, o) -+- B (x, o) ossia 2 m m 2 ; 

giacché B (x, o) non è zero. 

La equazione a" 1 ma dà zzimi. Quindi sarà 

<p (x-4-«)m <p(x)-*-o B (x,o). 
òon essendo B(x, o) nè nulla nè infinita, si può 



LEZIONI 


I 5o 

supporre B{x, o) eguale alla B(x, o)-+- C(x, o), ove 
C(x,o ) esprima tal quantità, che si annulli colla oxzo, 
ossia abbia la forma o H D(x,o), ove D(x,o) non sia nè 
nulla nè infinita ; e però sarà 

= D(x, u): 

la p è scritta per semplicità in vece della li (x, o). 

Facendo per questa equazione ciò, cbe si è fatto so- 
pra per la 

<p(x-t-o)=<p (x)-t-o m B(x, t>), 
si trova, cbe deve aver luogo la seguente 
o(w</-*-ecc.)W +, ( /7(x.(j)+/?(x+cj, t>)) r ÉJ ,,+, ■ a ^'D (x,2 o) , 

dove q esprime risjietto alla p, ciò cbe la stessa p è ri- 
spetto alla <p, e non può essere nulla, perché p è fun- 
zione della x, altrimenti D(x, o) sarebbe nulla, ciò cbe 
è assurdo, a meno cliè abbiasi (p(x-*-o) — <p(x)-t-op, il 
cbe limiterebbe <p (x) alla forma a+ix, ove a, b sono 
costanti. 

Ora, se la n fosse minore della unità , dall’ ultima 
equazione esposta, divisa per w n+1 , si avrebbe la 

D (x, ó] -+- D (x -t- o, u) -t - q i)''" -+- ecc. = a" M • D (x, a «), 

la quale per o~o darebbe 2 D(x, o)— 2 n ". T){x, o), 
cioè l’/i zero, il cbe è assurdo. Se poi l’/i fosse maggiore 
della unità, la stessa equazione, divisa per u a , darebbe 
quest’ altra 

q-t-ecc.~^o n '' (^/)(x,u)-+-Z?(x-+-ti,6))^z=2 n -D(x,2o), 

cbe per 0 = 0 somministrerebbe q~ o, pure assurdo. 
Quindi sarà n = 1 , e conseguentemente avrassi 

gf (x -t- w) — ip (x) -+- u p -4- D (x , «). 
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Trattando la D(.r, z>) ed ogni quantità analoga 
successiva, come si è dianzi trattata la li (x, o), risulta 
<JS(x-h«) eguale ad un polinomio della forma 

<p (x) o p ■+- w’ q -*-t> s r-+-ecc. , 


ove l’o vi è nel solo modo visibile: appunto come si è 
supj>osto tacitamente nella prima lezione. 

1 1 i.Quei valori delle (p(x),lp'(x),<p"(x), , die cor- 

rispondono alla x=a valore particolare della x, si 
rappresenteranno, tanto in questa lezione quanto altro- 
ve, coi simboli g((a),ip'(a),gl"(ti),--- ovvero coi seguenti 

<Pa ) $a * $ a * " " 

Nella equazione 

gl(x-+-u)=gS(x)-b- o(p'(x)-i -0"(x -+- ~Jp'"(x) -t-ece. 


si faccia x~u, e si avrà 
<p(a 


u <p'(n) H -$"(0)-) ql'"(a)~h-ccc., 


cioè il valore della gl(x) corrispondente alla x=zri-t-o 
espresso con un polinomio, ordinato secondo le potenze 
ordinarie delTo, c formato coi valori della ip(x) e delle 
sue derivate, tutti corrispondenti aH’x=a. 

Se i valori delle gf (x), <p'(x), <f"(x), cor- 

rispondenti all’x~a fossero nulli, avrebliesi 
6> n , . , . <a" + ' 


(p(a-+-o)—- 






2-3---n ’ 

in questa equazione cambiata l’t» in x — a, si ha la se- 
guente 

gl(x =z(x— a) n ( — — i— T- — — (x— a)-t-ecc. ); 

\2-3 — n jo-(/i+i) ' ) 

e però il quoto della ip (x) divisa per (x — <z) n sarà 
■2-5---n 2-3---(n-f-i) 2-5”-(n-t-2)' 


-(x— n)’-<-ecc. 
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Se a fone zero , avrcbbcsi 

<p(o)-=<p (o) -4- 1> f'(o) -+-‘ 1 - gl”(o) -+- ~ ^"'(°) ecc. , 
ossia cambiata la o in x 

<p(x)=<p(«)-+-x <p'(o ) -+- ~ <p"(o) -+- ^ (f"(o) -+- ere. ; 

vale a dire, una regola pressoché generale, per trovare 
lo sviluppo di una funzione della x ordinato secondo le 
potenze della stessa variabile x di esponenti crescenti ed 
interi. 

Così, da qnest’ultima equazione, se fosse tp(b)=a, 
si avrehl>c, cambiando in essa la a: in b , la 
A* b s 

o = (o) -+- b tp'(n) -i <p"(o) -+- — ; -+- ecc. ; 

e però, sottraendo i membri di questa dai corrispondenti 
della medesima antecedente, avrebbesi la seguente 

<p(x)z(x-b)<J?(o)+^-(x'—b‘)(p"(o)+-^(x*-b' > )(p" l (o)+ecc.osùa 

<p(x)z(x-b) (<p > (o)+^x+b)<p"(o)+^{x'+bx+b‘)'p'"(o)+ ecc.) , 

che dà un’altra regola, onde avere il quoto della <p(x) 
divisa pel binomio x — b. 

Vogliasi lo sviluppo della funzione 

~ t/T ■+■ ere.) , 

ove la f esprime una funzione della t, c le derivate 

(/” 3 )", sono prese rispetto alla t stessa. 

Per semplicità pongasi 

' f */-~ (/’)'-*- LfT ■+• ecc. ~p ; 

trovinsi le p'(x), p"(x), p"'(x), e facciasi in esse 
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x = o ; ed avransi 

p'(o)~f, p"(o)=(/y, ,/"(o)- (/y, 

Così per essere evidentemente (5 20) 

#'(■*) = I P'(P)P , ( JC )> 

<P"l*) = ?'(p)p'(*)’-*-<P'(p) /'(*)> 

<p'"(x) = tf"lp)p’(x) ì -*- 3 rp"(p)p'(x)p"(r) -+rf'(p) p"'(r). 


sarà 

<p"( o) = 0w*-«- ^(o t/7 = ( mry, 


e però, siccome è 

tp(x) ss <P( o) -4- x(p'(o) -4-i- <p"(n) -4— ~ (p’"(n) - 4 - eco. , 
cosi avrassi 

(js = «3<(0 -+- x 0 W-+- 7(0 f(/i/ -, )"- 4 -ecc. , 

cioè lo sviluppo richiesto. 

1 12. Se la funzione a svilupparsi fosse la /, clic entra 
in una equazione data tra essa e la x, trovate le equa- 
zioni derivate esatte della data, fatta x=:o in tutte, e 
scioltele equazioni risultanti per rispetto alle y 0 , yó > 
yt/.y!", - — , si avrebbero quei valori di queste quan- 
tità, che sostituiti nel polinomio 

y 0 -*- x y 0 -*-~ y'o -+- -+- ecc. , 

lo ridurrebbero lo sviluppo richiesto della y. 
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Vogliasi lo sviluppo della y, funzione della x, die 
entra nella equazione data 

y — t—xf(y)—0, 

dove t esprime una costante arbitraria, ovvero una va- 
riabile indipendente dalla x, e la f(y) una funzione 
della stessa y. v 

I,e successive equazioni derivate esatte di questa 
equazione sono 

o =/ —f(y) — x./V)/, 
o = y" - 2 Sf(y) - x (f'W +y"fb)) - 
o —y '" — ’/"(/) — 5 y"f'(j) 

— x (5 y'y"f(y)+y"'f'(y) +y n f "(?))< 


Facendo nella data equazione ed in queste x~o, 
si hanno le 

y 0 —t = o, 

yó —fiyJ— 0 ’ 

y'o' — a^ó/(ro) = °» 

y' 0 "- 3 y' 0 T "(yJ) - VJ'/W = ° - 


che danno 

y 0 =‘>A =/(')> y’J — */(')/(') ossia (/{')’)'> 

ovvero (/]<)*)", -- - 

ove le derivate sono prese rispetto olla /; e però per la 
formula od equazione generale 

3C* Jt’’* 

y x =y a -+- xji-+- ~y”+ -^y'J'+tec. avrassi 
y=l + xf(t)+~(f (ty)' ^ (/(/)*)" ecc. 
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Combinando questa serie a quella esposta nell’e- 
sempio del paragrafo ante celiente si facilita assaissimo 
il regresso delle serie. 

1 1 5 . La p(x) può essere tale funzione della x , ed a 
quello od uno di quei pochi valori della x, per cui rie- 
sca infinita la (p (u), ovvero la (fi' (a), o la <p"(a ) — . 

Per questi casi, lo sviluppo (5 no) della <p(a~b-o) 
riesce illusorio; giacché fra i suoi termini compare l'in- 
finito. È questo un indizio, che lo sviluppo della tp(a-i-o) 
non può essere {Iella forma 

a 

O 

<p(a)-*-o<p'(a)-l <p"(a) -t- ecc. 

per cui , volendo lo sviluppo della <p(a-t-v), bisogna 
ricorrere ad altri metodi; si parlerà di questi sviluppi 
nei paragrafi iai, 122, 124. 

LEZIONE IL 


Proprietà che ha luogo tra alcune funzioni 
e le loro primitive definite. 

1 14- Sei valori della funzione tp (x) corrispondenti 
all’x— a e ad ogni altro successivo sino all’jr=i^>a 
saranno finiti e tutti positivi o tutti negativi, la primi- 
tiva f’p(x) estesa dalla x — a sino alla X — b, cioè la 

f} (X) , sarà aneli’ essa rispettivamente positiva o ne- 
gativa, e finita. 

Chiamisi F (x) una primitiva della <p( r) ; e sarà 
F(b) — F (a) la primitiva definita ^ p (x). Così, rappre- 
senti t una variabile suscettibile di tutti i valori della x 
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<lall’x = a, sino nH'x=à. E si chiami A quel valore 
della p(t), clic è lontano dallo zero pili di ogni altro, 
cioè il maggiore valore della p(x), prescindendo, se oc- 
corre, dal segno, e tra quelli corrispondenti all'.r = o 
c ad ogni altro successivo sino all’x = &. L ’ A sarà po- 
sitivo, se positivi saranno ([desti ultimi valori della p{x), 
c negativo sciali saranno questi della p (x) medesima. 

Essendo i valori della p(t) ossia della F'(t) finiti , 
si avrà almeno (5 ioq) 

F ((-+-<•>) — F(t) -*-<■> (F '(/)-+- f(t, a)}, ossia 

F(t-*-o)=zF(r)-t-o (p{t) 

dove la f(l,u) sarà tal funzione della a, che annulle- 
rassi colla o=zo. Per questa proprietà della funzione 
f(t, o) , cioè di annullarsi colla o~ o, i valori di essa , 
corrispondenti a quelli della «a nascenti c crescenti in- 
sensibilmente dopo lo zero, si scosteranno anch’essi in- 
sensibilmente e per continuità dallo zero, e ciò accadrà 
almeno sino ad un certo valore dell’ si; dimodoché, al- 
meno perinfiniti piccioli valori dell’&i, i corrispondenti 
della f(t, o) saranno prossimi allo zi ro più di quello 
della p (/), qualunque sia il valore di cui è suscet- 
tibile la t. - 

Chiamisi u uno degli anzidetti valori dell' u tra 
quelli che sono parti aliquote o commensurabili colla 
differenza b — a; e sia b — a eguale ad n volte 1*«. E per 
semplicità, si rappresentino gli a+u,a+ 2 u, — a+(n-t)u,b, 
che sono altrettanti valori della t coi simboli 

^i » à) ^3)" ** ^n~ 1 )^n* 

Essendo /(/,«), prossimo allo zero più di p {/) , i 
segni dei valori di p (/) -4- f(t, u) saranno simili a quelli 
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«Iella stessa (p(t ) , e nessuno di essi, cioè qualunque sia 
la t stira nè zero nè lontano dallo sero quanto ip(t)-*-<p(t) 
ossia 2 p(l)\ e però ogni valore di <p(t) -+~f(t,u) sarà 
compreso tra zero «1 il corrispondente di i(p(t), ed a 
maggior ragione tra zero c i A , essendo A quel valore 
di tp (/) lontano dallo zero più di ogni altro. 

Per essere i valori di f{t, u) compresi tra 

zero e i A , e però quelli di u (t) - 4 - f(t, «)) compresi 

tra zero e ni A; e d’altronde 

«(<?(') »)) = F(t+ u) - F(/), 

i valori di ciascuna delle n differente 

F(a-*-u)—F(a), F(t l -+-u}—F(t l ), F(/,-*-u)—Fl/ a ), 

u)_ ,) ossia F(/i) — F 

sai-anno tutti indistintamente compresi tra zero e iuA-, 
e per conseguenza la somma di esse, che è F(b) — F{<«), 
sarà compresa tra zero ed n volle iuA , cioè tra sero 
e muA- Quindi F(b) — F(a) avrà il segno simile a 
quello di muA ossia di i[b — a)A ; vale a dire F\b ) — F{n) 
sarà positiva, se positivo sarà A, e negativa se tale sarà 
A : ed in entrambi i casi F(l>) — F(a) sarà finita per es- 
sere compresa tra zero e a (b — a) A quantità finita. 

Egli è evidente che, la primitiva della p (.r) estesa 
dalla xzx.a alla X—b , è identica o è la stessa di quella 
della (p(n-+-s) presa rispetto alla s «1 estesa dalla r— o 
allargò — a : anzi una analoga proprietà ha luogo 
«pialunque sia quest’ultimo valore della «; purché i va- 
lori della (p(a-*-.t) dall .v — o a quest’ultimo medesimo 
siano finiti ed indistintamente positivi ovvero negativi 
tutti. 
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LEZIONE III. 

Delle quantità che comprendono e di quelle che egua- 
gliano uno sviluppo ad una sola indeterminata da 
un termine qualunque di esso in avanti. 

1 15. Si abbia la funzione tp'(x-t-s), la quale è la de- 
rivata della <p(x-+-s) prosa tanto rispetto alla x quanto 
alla s: si consideri in essa la x come individuata, c la 
s variabile; cil i suoi valori dalla s — o alla sxz.o siano 
tutti finiti. P esprima una quantità non maggioro del 
più picciolo di questi valori della <p'(x-+-s), e G una 
non minore del più grande di questi valori della tp'(x-t-s). 

Evidentemente i valori delle due differenze 

gf'(x-t-r) — P, G — fp'(x-*-s) 

dalla vibro alla s—o saranno tutti finiti e non negativi; 
e però , per l’ esposto nel § antecedente , le primitive 
di esse prese rispetto alla s ed estese dalla r— o alia szxm 
saranno positive e finite. Queste primitive (§ 84) sono 

<p(x- t-<y) — <p(x) — <jP, uG-t-ip(x) — (p(x-*-<v); 
e conseguentemente avranno luogo le due relazioni 
ijf(x-t-w)' — ip(x) — oP^>o,uG-*-(p{x ) — 
ossia le seguenti 

$(.r-t-t>)^>5f(x)-+-fi >P, <p(x-+-o)<^<p(x)-*-oG. 

In secondo luogo, abbiasi la funzione <p''(x -+- s) , 
che esprime la derivata seconda della ip(x-t-s) presa 
rispetto alla x ovvero rispetto alla s. Considerisi in 
questa pure la x data , e la s variabile ; ed i suoi valori 
dalla s~o alla s = o siano finiti. 
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Le P, G siano {lue quantità, la prima non mag- 
giore del più piccolo valore degli anzidetti della 'jf'(x-t-.r), 
e la seconda cioè G non minore del più grande di que- 
sti medesimi valori; e quelli delle due differenze 

(p"(x-+-s) P, G <p"(X-¥-S ) 

dalla r = o alla .t~o saranno tutti finiti e non ne- 
gativi; e però, pel paragrafo antecedente, i valori delle 
loro primitive estese dalla r — o a qualunque altro va- 
lore della s non maggiore dell’», cioè delle 

!p'(x-+-s) S P — (p'(x), .tG-t- <p'(x) (p'(x -t-s) 

saranno tutti indistintamente finiti e positivi; e pei 
tanto anco le primitive di queste ultime funzioni della 
s , prese alici)’ esse rispetto alla s, ed estese dalla .r — o 
alla s — u, che sono 

a 

p(x+o)- <J — P-o<j?(x)-tp(x), —G+o !p'(x) + f(x)- <p(.r+(j ) 

saranno esse pure positive. Quindi avransi le due rela- 
zioni seguenti 

a a 

<p(x-H>)'^><p(x}HHp'(x}*-—P,<p(x+o)<^<p(x)+0!pf(x)+—G. 

Ragionando similmente per la funzione (p'"(x-t~s), 
si trova 

<p (x o)^> tp (x) -t-o <p'(x) -+- — <p"(x) -+- ~ P, 

2 2’ J 

a a 

0(x-t-z>)<^(x)-t-t> <p'(x)-*~ ^-$"(x)-t- 

ove le P, G sono ris|ietto alla gi"'(xH--r) quantità ana- 
loghe a quelle usate sopra per le altre funzioni jf'(x-i-r), 
< 7 S'(x 

In generale, se i valori della ^‘"'(x-i-j), derivata 
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n esima della (p{x s- s) presa o rispetto alla .r ovvero 
alla s, dalla s zero sino all’» siano finiti ; si trova fa- 
cilmente, che (p(x-s-o) è maggiore di 

<p(x}*-vfi(x}+—(p"(x)+- =-^ — -f”- ' V)+ ~r — 

e minore di 




a. 


<pix)+of{x)+ -$"(*»■ • -+^ ( ~ r v- 

ove P esprime una quantità non maggiore del minor 
valore della (p inì (xs-s) tra quelli corrispondenti alla s 
dallo zero all’w, e G una quantità non minore del mag- 
gior dei medesimi valori della <p ,m (x s- s). 

Similmente si dimostra clic (p(x — u) è, minore di 
ciò clic bassi, cambiando l't» in meno u nella prima di 
queste ultime due quantità, e maggiore di quella ebe 
si lia, facendo un tal cambiamento d ’ o nella seconda. 
Dimodoché, qualunque sia il segno dell’o, la (p(xs~<j) 
sarà compresa fra le medesime ultime due quantità 
esposte. 

E qui fo riflettere, sebbene sia manifesto , clic le 
funzioni 


gf(.r-i-f), <p"(xs-s), (p"'(x-+-s), (jf m (xs~s) 

si possono considerare i risultamenli, elle si hanno, | le- 
nendo x-t-s in luogo della x esistente nelle 

derivate della (p (x) prese rispetto alla x. E clic di due 
quantità negative, più grande si chiama quella, la quale 
è la più prossima allo zero, ed anco clic le quantità si 
suppongono reali , giacche le grandezze relative delle 
immaginarie sono inconcepibili od aneli’ esse iuunagi- 
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norie: in ultimo che si terrà, sì in questa lezione che 
nelle altre, la a positiva, semprechè non si dichinri 
altrimenti. 

1 16. Si chiami A quel valoredella s, clic corrisponde 
al minor degli anzidetti valori della (p' n> (x -+- s) , e k 
quello che corrisponde al maggiore dei valori medesimi 
della <ft*> (x -+- j). E tengasi 


P=<f n) (x-t-A), e G = <p m (x + k); 


più chiamisi t?,, la somma dei primi n termini dello svi- 
luppo della $(x-*-o)i ed avrassi 

( J n 

tanto p (x S „ — j — - tp*' (x-t- A), 

O 11 

quanto gl (x -+- o) S n — — - gl (n) (or — A:) ; 

e però, siccome tra i valori successivi della gS in) (x s) 
dall’f=o aH’s=& vi è continuità, così vi sarà quello, 

che renderà S n più il prodotto di esso per — ^ eguale 

alla <jf(x-t-t»): rappresentisi questo valore della deri- 
vata ^‘"’(x-f-s) colla stessa tp" l, (x-t-s), ove la s si in- 
tenda opportunamente individuata; cd avrassi 

u n 

gl(x-*- o) = S n h gl {n) (x- 4 -j), cioè 

2-5 •••« 

(p (x o) — (p (x) a tp'(x) -+- — p"(x) h 


^->(x)-4- 


<p tn) (x-t-s). 


G>lle relazioni esposte in questo paragrafo e nel- 
l’antecedente si può determinare facilmente quel valore 
dell’t», che rende un termine qualunque individuato 
dello sviluppo di p(x-*-o) meno piassimo allo zero 
Tom. I. 1 1 
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della somma di tutti i suoi seguenti , c die verifica una 
analoga proprietà anco per ogni altro valore dell'u piìi 
prossimo allo zero. 

nj. I ragionamenti fatti superiormente per 
avendo luogo, qualunque sia la x, purché sussistano le 
altre proprietà ammesse, avranno luogo anco pel caso 
particolarissimo dell'x:=o. In questo caso liansi 

ove la P esprime una quantitii non maggiore del più 
picciolo valore della dalla t ~ o alla .v ~ e la 

G una quantità non minore del più grande dei medesi- 
mi valori della e la ,S'„ il valore della S t corri- 

dente alla x~o. 


Similmente avrassi anco <p(u ) — 






ove l’r sia quella particolare, di cui si è {tarlato nel 
paragrafo antecedente. 

Se in queste tre ultime equazioni si cambia lati in 
x, si hanno le 


P > 

#.rX0(o)^#ì o K^"( o H ~T n G < 

*(•*)= 7i(oH-x55'(o)-a---^"(o)H '(<>) 


dove le (p'{o), (p"(o), al solito esprimono ordinata- 

mente i valori delle ip'{x), $"(*), - — corrispondenti 
alla j'~o. 
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LEZIONE IV. 

Delle quantità comprendenti e di quelle che egua- 
gliano uno sviluppo a due or più indeterminate am- 
messi alcuni suoi primi termini. 

1 18. Abbiasi la quantità o(p'(x+t,ys u}s-8$ix+t,y+u), 
che si ottiene, ponendo xs-t,y-+-u nella oJi'(x)-t-drp'(y), 
in luogo delle x, y contenute nelle <p’(x),ip'(y) derivate 
parziali della gf(x, y); e siano G, P il minore «1 il 
maggiore valore di essa quantità , tra gli infiniti , clic 
bansi, variando le t, u dalla /rz«~o alla r — o ed u~t). 

Per tutti questi valori delle t, u, i valori delle due 
differenze 

o tp'fx-b- 1, y -+- u) -+- 0 (p t (x -t- 1, y-*- u) — P, 

G — v<p'(x-t-t,y-*-u) — Of^x-y-^ys-u) 

saranno evidentemente positivi. 

In queste due differenze pongasi so in vece della t, 
ed sO in vece della u; e si avranno le 

otp'(x-+-so, y-+-s 0)-t-ffgl / (x-t-to,y-t-s 0) — P, 

G — oqf(x-i-s o, ys-s 0) — dip^x-t-s t>, y-\-sO) 

i cui valori dalla s—o alla saranno aneh’essi po- 
sitivi ; giacché sono i medesimi delle due antecedenti , 
che corrispondono ai suddetti delle t, u; e per tanto, le 
loro primitive prese rispetto alla s ed estese dalla 
s = o alla s— i saranno positive (§ 1 14)- Ma per essere 

ogf(x s o, y -+• s f?) -+~ 0 (p,(x •+• so, y -+- s 0) 

(§ 5 9) visibilmente la derivata della gi ( x * o, y -+- s 0) 
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presa rispetto alla s, queste ultime (lue differenze Latino 
per primitive complete rispetto alla s le 

qt (x-t-so, y-t- r 6) — Ps -+-//, Ci — (p (.r-*-r«, y-*-s 

ove II, K esprimono due costanti; per cui le loro pri- 
mitive estese dalla s — o alla .(=1 sono 

<p{x+o. y-t-tì)—P — <p(x,y), G-*-'p(x,y)—<p(x-+-o,y-+-tt}; 

adunque sarà 

<p(x-*-o,y+0)'^>qi(x,y}-h-P, e f(x-+-u.y-i-d)<^(p{x,y}-*-G. 

In secondo luogo , abbiasi la quantità 

o’ql"(x-t-t, y-*-uy+- 2 o 0 gl' l (x-+-f, y-+-u}-h-0’(p ll (x-i-t, jh-u ); 

e sia P il suo più piccolo valore e G il suo più grande 
valore dalla t—uxz o alla tzx.o, ed u~0. E le due 
differenze 

o 1 (p"(x+so,y+s0y\-io0$' l (x+so,y+s0)+0'(p l Jl < X4-so,y+sd)-P, 
G—o‘(p' f (x+so. y+sOj-io0gf'(x+so, y+s0j~6‘ip /l (x+so,y+s 0) 

avranno i loro valori dalla s=x> allar=i tutti positivi. 
Per essere 

o‘glP(x+so, y+sO]+iuO<p' l (x+SQ, y+sd}+6‘(p // (x+sv, y+sO) 

la derivata prima presa rispetto alla t della 

o <p'(x-t-so, y-+-t 0)-*~0^ l (x-\-s o, y-+-sO) 

le due differenze, qui esposte, avranno per primitive 
complete rispetto alla s le 

tHp'(x-h- so, y-t-sO)-+- y-+-sd} — sP-*-A, 

sG — vp ' (.r -(- ru, y -+- td) — f (jr - 4 - so, y~*-s0)~ f- /> • 
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Le À, fì costanti introdotte dalle operazioni ese- 
guite, determinate mediante la condizione, che le pri- 
mitive debbano essere nulle, quando sia s=l. o, risultano 

//= — o ip'(jr) — 6 tp'(y), e B=o p'(x) -+- 6 p'(y)\ 

valori che riducono le due primitive trovate alle 

up'(x+to,y +.tO)4-8p l (x+yo,y+.td)-tP~ o<f( x) - Q'fi(y), 

s G + 1 J<p'(x) + dp'{y)—op'(x + so.y +sO)-d'p l (x+so, y+ xfl); 

i cui valori dalla srzo sino all’ szn.i debbono essere 
positivi e finiti. 

Si trovino le primitive anch’esse rispetto alla s ili 
queste medesime ultime primitive, e si estendano dalla 
s — o alla i; e si avranno 

<p(x-+-o,y-b-0)—\P — o<p'(x)—0 f(y) — ip (x, y ) , 

i G -f-« f(x) -+-0'p'(y)-i-'p ( x , y)—p(x-+-»,y-+-0), 

le quali, dovendo essere positive, danno 

p(x-t-iO,y-i-0)^>(p(x, y)-b-u<p'(x)-t-0 p'(y ) J P , 

<p(x-+-o, y-t-O)<^f(x,y)-i-iJp'(x)-i-0p'(y)-+-ìG. 

Così, se P rappresenti il ininor valore di 

o 3 gf"(x -+- 1. y -t- u) 3o‘0 p'/(x -+- 1. y -4- u) 

-+- 5 *> à’p'Jx -e- 1, y-+-u)-+-d 3 tp w (x-*- 1 , y-i-u) 

tra quelli, che liansi, variando le /, u dallo zero a t — ,u 
ed u — 0; e G rappresenti il più grande dei medesimi 
valori, e siano entrambi finiti, mediante ragionamenti 
analoghi a quelli fatti già due volte, si troverà 
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gl(x-*-u,y-i-0)^>rp(x,y)-i- o #'(.r) -4- 0 f>'{y) 

$1 (x -4- «, .y -4- (?) < # (x, /) -4- «j ijf'(x) -t- 0 7 %) 

-+- —/'(f) -+- u 6 tir*- ~ ftyh- 73 G ■ 

In generale, chiamata S n la somma dei primi ter- 
mini dello sviluppo di <p(x -*-o,y- 1-0) sino a quelli nei 
quali gli o,0 hanno n — 1 dimensioni, e A„(x v y) la som- 
ma di quelli nei quali gli aumenti stessi 0,6 hanno n 
dimensioni; e P, G il maggiore e minore valore di 
A„(x- 4 -/,y- 4 -« ), tra quelli che si hanno, variando le t, u 
dalla s~u~ o, sino alla t~o ed u=:0; risulta 

<p(x-i-o,y-*-6)^>S n -4-P, e 'p(x-+~o,y-i-0)<^_S n -+- G. 

Siccome dal valore V della A„ (x -t- t.y-t-u,) si 
passa al G senza interruzione, cioè vi si passa perviadi 
continuità, così fra gli infiniti vaioli della S„(x+t,y+ u) 
vi sarà quello, clic sommato colla S n , darà la somma 
esattamente eguale a <p(x-h-o,y-*-0). Questo valore cor- 
risponda a t—h, ed u~k\ e si avrà 

<P (x-4- o,y -+- 6) —S n - 4 - A„(x-4- h,y -+-k). 

Da questa equazione si hanno le particolari seguenti 
<p(x-+-o,y-t-Of=.${x,y}-*-\ l (x-+-h,y-*-k) , 
<p(x-+4>,y~*-0)=<p(x.y}-+-o<p'(x)-*-0ft[y)-*-\(x-4-h,y-i~k ) , 


ove le h,k in generale cambiano dall' una all’altra. 

1 19 . Le t», 0 si possono approssimare talmente allo 
zero da rendere il termine A^jx.y) prossimo allo zero 
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meno della somma di tutti i suoi successivi componenti 
lo sviluppo di tp(x-*-t>. y-h- 6 ), e che una analoga pro- 
prietà abbia luogo, in generale, pei valori delle o,d più 
prossimi allo zero. 

Non mi trattengo a dimostrare questa proprietà , 
come non mi sono trattenuto a dimostrate la sua ana- 
loga enunciata alla fine del paragrafo 1 16, perchè esse 
sono coibprese in quelle , che si tratterranno nei pa- 
ragrafi i3i, i 56 , e non occorrono prima di questi due 
paragrafi. 

1 20. 1 ragionamenti occorsi per dimostrare le relazioni 

<p(x -+■ o, y-+- 0 ) ^>S n -+-P, ip(x-+-o,y-H 0 ) <^S n -4- G, 

e l’esistenza di tali numeri h, k da rendere 

(f (x -4- o, y -+- 0 ) — S K -4- A„ (x -4- h, y -+- A) 

avendo luogo, qualunque siano x, y , purché non riesca 
infinito nè P, nè G, sussisteranno anco pel caso di 
x ~y~o ; e però avrassi 

tfto, 0 )>S a K -+-P, <p(o,OXSl+G >e $(o, 0 )=S n n -*-A n (h,k), 

ove la S"„ significa il valore della S n corrispondente 
alle x~y~ o. 

Quest’ ultima equazione dà come corollari, cam- 
biando la a, 0 nelle x, y, le seguenti 

tf(x,y) = tp(o, o) -+- A,(h, k), 

< P(x,y ) = 55(0, o) -4- xf 0 (x) -4 -yfjy) -+-A,(/i,A) 

le li, k saranno in generale differenti dall’una all’altra 
di queste equazioni ; ma sarà per tutte la li compresa 
tra zero ed x, e la k tra zero ed y. 
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LEZIONE V. 

Degli sviluppi non ordinarj. 

ili. Ora vediamo, come si possa trovare lo sviluppo 
della <p(a-+-o), quando riesca <p(a), o <p'(n) , ovvero 

infinito, per cui non è buona la regola ge- 

^ j nerale esposta nei paragrafi 1 1 1, i ia. 

Si rifletta, che per i sviluppo della gl(a -+-«), si in- 
tende qui un polinomio eguale a gl(a-i-v) e contenente 
in ciascun termine una funzione semplice della « ; anzi 
per essere la a", sen.o, cos.o sviluppabili secondo le 
potenze intere della « mediante l’esposto nei §§ i a e 
così per isviluppo della (p{u-\-ó) qui intenderemo un 
polinomio, in ciascun termine del quale vi sia od u m , o 
log.w , ovvero log."« , od al più il prodotto di due di 
queste funzioni d’t>. 

Nella funzione $f(x) si ponga immediatamente fl-t-o 
in vece della x, per cui si ha gl si facciano le 
riduzioni, che per combinazione si presentano; indi, ap- 
profittando della forma della funzione risultante del- 
ia u, si sviluppi : non vi è regola generale per ottenere 
questo sviluppo, ma dai seguenti esempj si apprenderà, 
come regolarsi in ogni altro. 

Vogliasi in primo luogo lo sviluppo di x’-i - 

corrispondente alla xrra-t-o. Posto <1-1-0 in vece della x, 
si ha e però lo sviluppo sarà 

1 . , 

— \-n -+- 2 <7 o u . 

v 
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In secondo luogo, vogliasi quello di x*-f -b(x — a ) 1 

pure corrispondente alla xzza-i-o: fatto xzza-\-o bassi 

1 1 

(a -+-«)’ -4- fc»’ ; e lo sviluppo sarà n*-+- lao -t- ho 1 -+- 0*. 

In terzo luogo, abbiasi 5 f(x)=x-+-xlog.(x — a): 

postavi xrro-t-t», si ha a-H-o-t- («->-«) log. «; e però lo 
sviluppo sarà • 

a -+- a log. a -+- o -1- a log. o. 

In quarto ed ultimo luogo .abbiasi qf(x)—(x — a)*: 
ponendo a-+-u in vece della x, si ottiene o a+m ossia 
o a ■ 6 *“; c però lo sviluppo ($ 12) sarà 

u a+i 

o a -+- 6 >" + ' log. a -+- - — - log.* -4- ecc. 

123. Quando lo sviluppo della (ji(a-t-o) possa essere 
ordinato secondo potenze della t>, alle volte esso si 
scopre col metodo seguente. 

Ridotta che sia la quantità (p{a- 4 -a) — < p(a ), compaja 
ad essa fattor comune t>°, dimodoché abbiasi 

<p(a- t-o) — tjl(a) = t> a P, 

ove P esprime quantità, che nè si annulla nè diviene 
infinita, facendo in essa 0 = 0. 

Sia p il valore di P corrispondente all* o — o : ri- 
ducasi la differenza P — p, e compaja fattor comune di 
essa o 6 , cosichè risulti 

P—p — o h Q, 

ove Q abbia proprietà analoghe alle anzidette della P. 

Sia q il valore della Q corrispondente all’o~o; 
e- ridotta la differenza Q — q, risulti essa eguale ad u c R, 
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ove 1’/? abbia proprietà analoghe alle medesime anzi- 
dette della P: e cosi continuisi. 

Essendo tf(ti+o)ztp(a)+<j"P, P~p-Hi b Q, Qjx/-\u f R , — 
si ha <p{a-+-o)~(p(a)-+-<j a f>-+-<j n+k Q, ovvero 

(p(a-+-o)~ <f(a)-*-t> a p-*-a (,+l, q-i-ù> a+tH< R, 

Con quest’ ultimo metodo rimangono contemplati 
anco i valori delle parti seguenti degli sviluppi , sicco- 
me si vede. 

tu3. Sci f sarà la funzione implicita, che entra in 
una data equazione tra essa e la x , per avere lo svi- 
luppo della tp(a-+-o) converrà porre in questa equazione 
zi — 6i in vece della x, e dalla risultante, già ridotta, 
desumere il valore ossia sviluppo della (p(a-i-o). Dirò, 
come si possa determinare <p[n - +-«), quando quest’ ulti- 
ma equazione riesca algebraica, e tale possa essere anco 
lo sviluppo richiesto della gf(a-+-o). 

Premetto la ricerca seguente, che occorre. 

Abbiasi la serie 

m -+- ita, m'-i-n'a, m" n"a, m'" -+- n”'a, 

ove le m, n, ni', n', m", — esprimono numeri dati, e 
Va quantità indeterminata; ed è 

n <«'<«"<—; 

e vaglinosi quei valori della « , che rendano due o più 
termini della serie eguali tra loro , c minori ovvero 
maggiori dei corrispondenti valori di ogni altro, ter- 
mi ne di essa. 

Cominccrò coll’ indicare , come determinare quei 
valori dell’a, che riducono due o più termini tra loro 
eguali , e minori del corrispondente valore di ciascun 
altro. 


Digitized by Google 



F.I CALCOLO SUBLIME 


» 7 « 

Si t*gungli il termine m-t~n a ad ogni nitro, sciol- 
gami le equazioni risultanti risotto all’ a; ed avransi 
per essa ordinatamente i valori 


m — m 


m — m 


i quali per semplicità cliiaminsi a', a", a'", - - - ; e si 
avranno le equazioni 

m-m'zfn'-n)®', m-m"z[n"-n) a". m-m" f z(n'"-n)a "\ • • •; 
e però sarà 

m'zm-(n'-n)a\ ni" =m-(n"-n)a" , m'"=jn-{n"'-n)a" 

Questi valori delle m', /«", ni"', - - -, si sostitui- 
scano nella serie proposta, ed essa si ridurrà alla 

p, pì(n'-n)(ar-a.'), p+{n"-n)(a-a"), p+(n'"-n) («-«"'), • 

ove p è posto por semplicità in vece di m-v-na suo 
primo termine. 

I numeri af, a", a'",-- - valori della a siano 
differenti l’un dall’altro, ed a", per esempio, sia il 
maggiore di esssi. 

Ridotta la proposta serie a quest’ ultima forma, 
essendo — -, si comprende fa- 

cilmente, che posta la a eguale al più grande dei pu- 
tneri a', a", a'", - - - cioè eguale all’ a", il terzo suo 
termine , quello cioè nel quale vi è 1’ a" stesso sarà 
eguale al primo e minore di ogni altro. 

Se fra gli a', a", a'", - - - due o più fossero tra 
loro eguali e maggiori di ciascun altro, posto 1 ’a egua- 
le ad uno di essi, si avrebbero altrettanti termini della 
serie risultante eguali al primo e ciascuno miuore di 
ogni altro termine della medesima. 
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I termini dell.-i profiosta serie (tossono essere tali, 
<-lie nltii valori dell’ a oltre Va" cd i suoi eguali, ren- 
dano eguali tra loro due o più termini di essa, e ciascu- 
no riesca minore del corrispondente vulorc di ogni al- 
tro termine di es^a medesima: vediamo per tanto, come 
si possono individuare anco questi altri valori dell’ a. 

Questi valori dell’ a non potranno essere maggiori 
«lei più grande degli — ; perchè tutti i valo- 
ri corrispondenti delle differenze O-nt', a-af', a~a’" , 

riesci rehbero positivi, come il sono li n! — n,n" — n, 
n ’" — n, - - -; e però, se vi sono questi altri valori per 
la a, essi saranno minori d Ma i valori dell’ a mi- 
nori di a" rendono p-*-(n" — n)(a — a 1 ') ed ogni altro 
suo eguale minore dei termini loro antecedenti; adun- 
que per rintracciare questi altri valori dell a, se pur esi- 
stono, basterà fare per quella parte della serie avente 
per primo termine l’ ultimo dei già trovati eguali al p, 
ciò clic abbiamo fatto per essa medesima, cioè egua- 
gliare l’ultimo dei detti termini a ciascuno dei seguenti 
e sciogliere le equazioni risultanti rispetto all’a, e porre 
la a eguale al maggiore di così trovati valori ; e nel 
resto procedere come superiormente. 

Per trovare i valori d’a, che riducono due o pili 
termini della proposta serie eguali tra loro e maggiori 
dei corrispondenti valori di ogni altro suo termine, bi- 
sognerà regolarsi in un modo affatto analogo all’espo- 
sto, colla avvertenza però, che in questo caso si dovrà 
scegliere per primo valore dell’a il più piccolo degli 
a', a", a'", - — ed altrettanto fare nel contemplare le 
serie successive per avere gli ultri valori dcll’a, se pur 
ne possa avere. 

ia4- Ciò premesso, passiamo alla quistione proposta. 
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Fatte sparire le frazioni ed i radicali complessi dalla 
equazione tra la o e la (p(a-+-o), abbiasi la seguente 

Ax m y H -t-Bx m 'y n '-+-Cx nf, y*' > ~t-Dx m "'y n "' -+- ecc. — o , 

dove la x si è posta in vece della o, eia y della gi(a+o\, 

e le A, B, C, D, m, n, m', n', m", n", sono 

quantità conosciute, qualsi vogliono. 

La serie richiesta per valore della y può essere or- 
dinata secondo potenze della x aventi gli esponenti 
crescenti ovvero decrescenti : qui pure , per evitare la 
confusione avremo di mira il primo di questi due casi, 
ma dalla sua esposizione si comprenderà facilmente 
come bisognerà regolarsi pel secondo, che per ciò am- 
metteremo. 

Suppongasi y~ax a -*-bxt i -\-cx y ecc. , ove 
a, b, c, --- a, 0, y, esprimono costanti a deter- 
minarsi, e dev’essere . 

Per semplicità rappresentisi bx&-*-cx y ~+-ecc. con 

y t , e sarà^rrflac 3 -)-^,. 

Sostituendo questo supposto valore della y nell’ul- 
tima equazione, si ha la 

Aa’ , x" , * na +Bu n 'x m '* n ' a +Ca n ''x m " +:,n "+Da n "'x n, "' +a ' , "/+e cc.+ 

v nx ™ H "" oa + ecc. ) y, + ecc. = o. 

Questa equazione deve ridursi identica mediante 
opportuna determinazione delle quantità a, a, b, P, — : 
se fossero note le e»,P, , eguagliando a zero separa- 

tamente le somme dei coeilicenti delle simili potenze 
della x, si avrebbero le equazioni per determinare le 
a, b, c, - - facilmente si comprende che, la a sareb- 
be data da quella tra queste ultime equazioni, ottenuta 
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eguagliando n zero la somma dei coefficienti di quelle 
potenze della x aventi esponenti eguali tra loro e mi- 
nori di ogni altro: vediamo per tanto, come si possa 
ottenere questa medesima espiazione indipendentemente 
dalle altre. 

Essendo gli es|>onenti delle potenze della x conte- 
nute in maggiori dell’», i termini, della equazione 
a ridursi identica, nei quuli lax ha i minori esponenti, 
saranno tra gli 


Aa"x""*’ , + I]a"'x m ' +:,n '+ Ca*"x m "+ ra "+Da n " 


+ar " Vece.; 


e però la difficoltà di ottenere la equazione, dalla quale 
desumere la a, è ridotta a trovare quel valore dell' a, 
«■he rende due o più degli esponenti 

m-t-na, wi'-t-an', 

eguali tra loro e minori di ogni altra; ciò si farà colla 
proposizione premessa. 

Da quella proposizione medesima risulta anco, che, 
i valori dell’rt saranno tanti, quanti saranno quelli, clic 
ridurranno due o più termini della serie ultima qui 
esposta eguali tra loro c minori di ogni altro; ed a que- 
sti valori dell’t* corrisponderanno altrettante equazioni, 
che daranno almeno altrettanti valori deH’n: dico al- 
meno, perché allo stesso valore dell’ et potrebbero cor- 
rispondere più valori delle altre incognite. 

Determinate cosi la a e la corrispondente a , si 
ponga nella proposta equazione in vece della y il bino- 
mio ax* -+-y v «1 nvrassi una equazione tra le x, y„ 
analoga alla proposta medesima: pongasi , nel primo 
membro di questa risultante, by& in vece dclTjq; e si 
determinino b analogamente alle a, a, ommettrudo 
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però quei valori della /9 ed anco i corrispondenti della b, 
che riesciranno non maggiori di quelli trovati per la«: 
determinate fi, b, nella equazione tra le x, y, pongasi 
b x& - in vece della y v e si avrà una equazione tra 
le x, y t : facciasi nel suo primo membro y t zr c x* , c 
determininsi le y,c colla avvertenza di ommcttcre quei 
valori della y, non che i corrispondenti della c, chi* 
riesciranno minori di quelli ritenuti per la o così 
continuisi. 

Siano a,, a ,, /?,, A,, y„ c,, - - - valori trovati per 
le a, a, p, b, y, c, - - - e tra loro corrispondenti , ed 

( i , x a ‘ b l x?' -+- c, x?' -x~ ecc. 


sarà uno sviluppo della y. 

12 5. Porrò qui le due proprietà seguenti, che sono 
utili in varie occasioni. 

Se (p (a) valore della funzione <p (x) corrispondente 
alla x~a fosse infinito , tale sarebbe generalmente 
anco <p'{a). 

Essendo <p («)=—, si ha — J-r=;o, cioè a uno di 
o $(a) 


quei valori della x, che annullano — — e però sarà 

(p(x) * 

i (x—n) m ■ 

<p(x)~~ A(x) 

ove l ’ m esprime un numero positivo e A (x) tale fun- 
zione, che nè si annulla nè diviene infinita per x~a. 


_ A(*) . 


Dalla eguaglianza, qui stabilita, si ha la (p{x)-^ ^ rr| , 

c pero sara <p(a-i~a)=— -- , ossia (p(a-k~u)=x— , 

W fi) 

ove A si annulla per o~o. Quest' ultima equazione 
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dimodoché, quando d'(o) non sia infinita, là <jf(a) sarà 
sicuramente infinita. 


Concludiamo per tanto, che, se x — a rende infi- 
nita una delle quantità <p(x), <f[x), <p"(x:), - — esso 
valore della x renderà in generale infinite anco le se- 
guenti derivate di essa. 

Se lo sviluppo della gi(a-*-u) sarà ordinario, cioè 
ordinalo secondo potenze della o di esponenti tutti 
positivi ed interi, le quantità 


#(«)> <P'( a )’ $*"(")> 


saranno tutte finite, cioè nessuna di esse sarà infinita. 
I.o sviluppo della (p(a-t-t>) si chiami S[u). 
Essendo S(o) un polinomio ordinato secondo po- 
tenze della a aventi esponenti positivi ed interi, anco 
le quantità 


saranno altrettanti polinomj ordinati secondo potenze 
della a di esponenti tutti interi e positivi (5 ^);e però le 

■S'(o), S"(o), S'"(o), - - - 
saranno quantità finite o nulle. 

Così, per essere identica alla 

il valore della prima corrispondente alla xxza ed o—o. 
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che è rp' n) (a ) , sarà lo stesso dell’ analogo valore della 
seconda, il quale evidentemente è quello corrispondente 

alla o~.o della 


f d" <p(a-+-o)\ 
V do* / 


Ma dalla equazione ^(a-*~o)~S(o), che ha luogo 
qualunque sia la o, bassi anco la 


la quale insegna, che il valore della 


/ d"(p(ti 


\ do 


r~ 


cor- 


rispondente alla o~o eguaglia anzi è S im (o)\ adunque 
la gf <n, (a) sarà S {H) (o). Vale a dire, le quantità 

gl(a), f(a), 


cguagliano ordinatamente le 

•S(o), ó», S"( o), - - -, 

e conseguentemente saranno anch’esse finite ovvero 
nulle. 

LEZIONE VI. 


Delle proposizioni generali cioè delle relazioni ira i 
valori di r/uantitìi sviluppabili secondo potenze 
(f esponenti crescenti ili una stessa indeterminata. 

1 16. In questa lezione si espongono alcune proposi- 
zioni, che occorrono molte volte sì nella matematica 
pura che nelle sue applicazioni; e si chiamano proposi- 
zioni generali , perchè hanno luogo per ogni specie di 
quantità, ed anco per distinguerle dalle altre. 

Le P(o), Q(o), R(o) funzioni della stessa indeter- 
minata o abbiano i loro valori corrispondenti alla 
o = o nulli ; ed i valori della Q, almeno quelli che 
Tom. /. 12 
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corrispondono ai valori della o prossimi a zero . siano 
comprasi fra i corrispondenti delle P, /?; ed in oltre 
le P'(o), R'(o), valori delle P'(u), fì'(o) corrispondenti 
alla c = o, siano tra loro eguali: saia @'(o), valore 
della Q'(o) corrispondente alla 0=0, eguale a P'(°)- 
Dal paragrafo 1 ih si lia 

» 

P = oP'(o)- 4 ~— P"(a) , 

2 

m 

R"(r)> 

2 

dove le a, p, y sono numeri compresi tra zero e 1 ’ « , 
tali sla rendere queste equazioni esatte. 

Essendo i suddetti valori della Q. compresi tra i 
corrispondenti delle P, R, gli analoglii valori della 
differenza 

r-Q = u(p’( o) - Qf( o) ( P"(«) - Q»(p)) 0 

saranno prossimi allo zero più dei corrispondenti della 

P-P=ì (/>"(«)- fl"(y))u* j 

e («rò anco i valori analoghi della quantità 

P'(o)- <?(o) ì (P>) - Q'Vì) " 

saranuo prossimi allo zero più dei corrispondenti della 

J(P»- *"(,))»; 

e conseguentemente quello della semplice P'(o) — <^'(0) 
sarà prossimo allo zero più di quelli della seguente 

; (p» - R"(y))o- ; (p» - Q'Vì) « 

ossia della 

i(W) - «"(*))- 
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corrispondenti ai medesimi anzidetti della o. Ma questa 
proprietà non può aver luogo, se non si ha P'(o)-^'(o)ro; 
giacché i valori della J ( Q"(?) — R"{y)^a corrispon- 
denti a quelli della o avvicinantesi allo sero, costitui- 
scono una serie di termini, avvicinantesi anch’esci allo 
zero quanto si vuole; adunque P'(o) — Q'(o) sarà effet- 
tivamente zero ossia sarà Q'(o) eguale a P'(o) : come si 
è enunciato. 

127. Per dare un esempio, abbiasi 

P(o) = oF(p(x), q(x), r{ jt ), ) , 

Q(o)~ql(x-t-u) — <p(x) , ed 

R(o)=:oF( p(x-+-u), q(x), r(x-h-o), ) ; 

dove la R visibilmente è ciò che si ottiene , cambiando 
uclla P, dovunque o solamente in alcuni luoghi , la .r 
in x-t~u. 

Evidentemente si ha P(o)~o, Q(o) ~ o, R( o)~o 
P'( u ) — F(p, q, r, ), 



R'(w) ~ F(p(x-t- o ), q, r(x —*—**)» ) 



e però sarà 


P'(o)=zF(p,q,r,—), (^(u)=f(x), ed R'(o)=F(p,q,r , — ). 

Quindi av rassi tp'[x)—F(f>, q, r, ). 

In molte occasioni occorre di scoprire la semplice 
derivata <p'(x) ; per tali ricerche uon sarà necessario di 
trovare gli effettivi valori di ambedue le quantità P, R , 
basterà trovale quello dcll’una 0 dell'altra, e concepire 
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die abbiano luogo tra esse e la terza Q , le proprietà 
sopra ammesse; giacché nel eoeflìciente dell ’ u nello 
sviluppo della P o della R trovata , avrassl il ridiiesto 
valore del <p'(x). 

Valendosi di questa osservazione, si rendono le so- 
luzioni di molte proposizioni ordinarie di calcolo su- 
blime tanto semplici e facili da sorprendere chiunque 
giudichi imparzialmente. 

128, Gli sviluppi delle funzioni P(o), Q(t>), R(o) 
(5 mi), siano ordinarj ; ed i primi m termini dello svi- 
luppo della Q siano ordinatamente eguali ai primi m 
termini di quello della P, cioè sia 

<?(o )=P(o), Q'(o)~ P'(o), <?»=?», - - - e 

£ lm -»(o) — 

ed i primi n dello sviluppo della R siano eguali ordi- 
natamente anch’essi ai primi n di quello della stessa P, 
cioè sia 

R(o)=zP(o), fl'(o) = P(o),— «1 «"-"(oJrrF*-»: 

se sarà m maggiore d’n, i valori della Q, almeno quelli 
che corrisjionderanno ad una serie di valori della a 
prossimi allo zero, saranno prossimi ai corrispondenti 
della P più di quelli della R. 

Mediante l’esposto nel 5 1 17 facilmente si ha 

e-WW e 
r a-5 -m 

la ,9 è il valore della s , che rende — = f> <m) (r) 

a -3 m 

eguale alla somma di quei termini dello sviluppo della 
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Q{o), die seguono il termine m esimo: la à quello del- 

0 "+' 

IV die rende — = ; — 

2-5 (M — t— I ) 

dei termini dello sviluppoalclla R(o) dopo l’(«— t— 1 ) esimo. 

Così a, y sono i valori della s, che posti nelle espressioni 

— ~ P <m w, — - — 7 ,r"*"(s) 

a . 5 m 2 • o---(n-t- 1 ) 

le rendono rispettivamente eguali alle somme di quei 
termini dello sviluppo della P(o), che seguono Ym esimo 
e Y(n-+-i)csimo. 

I valori della quantità 


almeno i corrispondenti a quelli della si, che sono pros- 
simi allo zero , sono prossimi evidentemente allo zero 
più di quello della 

P‘"»(o) — fl ( "(o); 


e però una analoga proprietà avrà luogo tra i valori 
ddle due 

P‘"(o) — /?«"’( 0)-f- — i— 
ed anco tra quelli delle due seguenti 

~Ì”~m (P‘ m, («)-<? <m W). 

-^P <n, (o)— 4- — ( p<nrofy) — /{<•+> •(,>)),, 

le quali sono le stesse differenze P — Q, P — R; cioè, i 
valori delle P — Q, lo ripeto, almeno quelli clic cor- 
rispondono ad una serie di valori della u prossimi allo 
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zero, saranno prossimi allo zero pili dei corrispondenti 
della P — /?, o ciò che significa lo stesso, i valori della 
(?, almeno gli anzidetti , si approssimeranno ai corri- 
spondenti della P più di quelli della R : come si è 
enunciato. 

i ?.r). Se fosse P(o)~ f(x -+- u), Q (w) ~ ip (.r -+- w), ed 
fl(o)~^(x-*-w), si avrebbe 

P(o)=/(x), /»=/(*), P"(o)~f'(x), , 

Q(o)=ztp(x), Q'(o) = <p'(x), Q”(o) = f"(x), - - - , ed 

R( o)=Mx), /<'( o)=^'(x), R"(o)—ip”{x), ; 

e però, se sarà 

<P(x)zJ(x), f'(x)=f(T), <p"(xW(x), ~ - ‘(.r), e 

^{x)-J(x), tj/(x)zf'(x), — i/‘“" 0 (.r)r/' n " n (.r), 

i valori, che si [tossono avere [ter la iji(x-t-p) variando 
la «, almeno <[iielli corrispondenti ai valori della u 
prossimi allo zero, si approssimeranno ai corrispon- 
denti della f(x- 4-0) più degli analoghi c corrispondenti 
della i/ (x-t~(j). 

Per indicare, che i valori delle funzioni f(x), (p{x) 
corrispondenti ad un particolare della x sono eguali , 
ed eguali pure sono i valori delle rispettive derivate 
sino a ipiellc dell’ordine (n — 1) esimo, qualche volta 
per semplicità diressi, clic le f(x), 7 *(x) avranno cor- 
rispondentemente a tal valore della x un avvicina- 
mento dell’ oriline (n — 1) esimo. 

i 5 o. Sebbene le proprietà esposte nei paragrafi an- 
tecedenti , si possono facilmente estendere ai casi raris- 
simi, che gli sviluppi, per esempio quelli delle P, Q, li. 
non siano ordinabili secondo le potenze di esponenti 
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interi e positivi della indeterminata, non ostante credo 
bene di esporre tali proprietà anco per questi casi. 

1 5 1 . Pel polinomio Aot" — t- Bu a Hn Cc> a H> -+- ecc. , 

n-*l quale la o vi è nel solo modo visibile e gli espo- 
nenti a,a-k-m, o-s-n, sono crescenti e tutti positivi, 

i valori di Au a suo primo termine, almeno quelli che 
corrispondono ai piccioli valori della w, sono maggiori, 
prescindendo dai segni, dei corrispondenti di 

Bo a+m Co a+ " - 4 - ecc. 

rimanente parte del polinomio stesso. 

Nel polinomio Bo n ' m Co a+n -t- ecc. si imma- 
ginino sostituiti in luogo della o tutti i numeri costi- 
tuenti la serie continua crescente , che ha per principio 
lo s ero; ed i valori risultanti pel polinomio medesimo 
costituiranno aneli’ essi una serie continua, avente per 
principio lo zero, e nel resto sarà positiva o negativa. 

Qualunque legge segua la serie dei valori del po- 
linomio 

Bu m Co" -+-ecc. , 

siccome è continua, cioè tale che dall’un termine di 
essa si passa al seguente mercé insensibile variazione, 
cosi, almeno i suoi termini, che sono prossimi allo sero, 
saranno prossimi allo zero più di A , e però anco i va- 
lori del prodotto 

(Bfj m -+- Co" -4- ecc.) o" ossia di Bo a+m -t- Ca a *~ n ecc. 

almeno i corrispondenti ai piccioli della o , saranno 
prossimi allo zero più dei corrispondenti della Ao" 
primo termine del polinomio. Vale a dire, i valori di 
Ao a , almeno quelli che corrispondono a valori della « 
piccioli, saranno più grandi, prescindendo dai segni, 
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dei corrispondenti di 

Bo a ' m Cu"'" -+-CCC. 
come si è enunciato. 

Dal qui esposto emerge anco, che i valori del 
polinomio 

Au n Bo a 4 m -4- Ctt a * " -+- ecc. , 

almeno i corrispondenti ai suddetti della a , avranno 
segni simili a quelli dell’.-/ u n primo termine di esso; 
giucche il segno della somma algebraica di due quan- 
tità è simile a quello della più- grande di esse, prescin- 
dendo dai segni rispettivi ; e reciprocamente i segni 
* degli anzidetti valori di Ao a saranno simili a quelli 
dei corrispondenti del polinomio. Da ciò risulta come 
corollario che, essendo if (.r)<^ (Ji (x -+-«), sarà <p'(x) 
positiva o almeno non negativa; e sefos se qt(x)^xp(x-H>) 
sarebbe <p'(x) negativa o non positiva; giacché dovrebbe 

essere u(p'(x)-*~ — (p"(x)-t~ccc. positivo pel primo caso 

e negativo pel secondo. 

i3a. Si abbiano i due poliuomj 

Ao a Bo a+n ■+• Co a+ *-4-ccc., Fu a+r -+■ Go n+e ecc. 

ordinati secondo potenze della u aventi esponenti cre- 
scenti e positivi; e sia a minore di a-*-c, cioè il più 
piccolo esponente della o nel primo polimonio sia mi- 
nore del più piccolo esponente, che essa ha nel secondo: 
i valori del secondo di questi polinomj, almeno quelli 
che corrispondono ad una serie di piccioli valori della 
o , saranno prossimi allo zero piu dei corrispondenti 
del primo dei medesimi polinomj. 

Egli è facile, mediante considerazioni analoghe ad 
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alcune fatte nel paragrafo antecedente, il concepire, 
che si i valori di 

Bo m -+- Clw n -4-ecc. che di Fo c -\- Co' s- ecc., 

almeno i corrispondenti a piccioli valori della e, sa- 
ranno tutti prossimi allo zero non meno di \A\ e però 
anco gli analoghi valori dei prodotti 

(Bo m -+- Co n - h-ecc.)o n , (Fo*-+- Go'-t-e cc.)o a 

cioè dei polinomj 

- Co n+n -t-ccc., Fo n+e -e- Go a+e -t-ecc. 

saranno prossimi allo zero più dei corrispondenti di 

{Ao a . 

Essendo i valori di R o"+ m -t- Ct» a+n -+-ecc. 
prossimi a zero più dei corrispondenti di - x Ao a , gli 
analoghi del polinomio 

! A o a -+- Bo a + m -t- Co a , n -+- ecc. 

avranno segni simili ai coerispo udenti di * A e però 
i valori analoghi della somma 

i Ao a più \ A o a - f- Z?c/ I4m -+- Co a+n -t- ecc. 

rLe costituisce il primo polinomio cioè 

Ao a tì o a+m Co a+a ■+■ ecc. 

si scosteranno dallo zero più dei corrispondenti di 

i Ao a . 

Ma abbiamo dianzi osservato, che, i valori analo- 
loghi del polinomio 

Fo a+e -+- Go a+e -+- ecc. 

si accostano in vece allo zero più dei corrispondenti 
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medesimi di \Ao n \ adunque tali valori di questo poli- 
nomio si approssimeranno allo seno più di quelli 

dell’ A o a -+- Bu a+m ■+• Co" < • -+- ere. , 

ohe è il primo polinomio: come abbiamo enunciato. 

Dal qui esposto risulta, elle, sedile polinomj sa- 
ranno ordinati secondo potenze d’esponenti positivi di 
una stessa indeterminata, e sia il minore esponente di 
essa nell’uno maggiore del minor esponente, che essa ha 
nell’altro, i valori del primo, almeno quelli corrispon- 
denti ad una serie continua di piccioli valori della in- 
determinata. saranno ordinatamente prossimi allo Zero 
più dei corrispondenti del secondo. 

Dimodoché, se condizioni, emergenti dalla origine 
di due polinomj, aventi le forme dei due qui contem- 
plati , richiederanno che i valori del primo , almeno 
quelli che corrisponderanno a piccioli valori della «, 
debbano essere prossimi allo zero più dei corrispon- 
denti del secondo, sarà assolutamente A — o. 

Così, se « in grandezza sia minore di A, i valori 
del polinomio at» nl -+-^6>'" +n -4- ecc. , dove m, n , — - 
sono positivi, almeno i corrispondenti a valori della e 
prossimi allo zero saranno prossimi allo sero pili dei 
corrispondenti del polinomio Au m -t- Bo n>+n ecc. 
qualunque siano < 9 , B, - - -. 

Sia A=za-+-p: [>er alcune considerazioni fatte, i va- 
lori di entrambi i polinomj 3u"-t-cec., B<j n -\-c co. almeno 
gli nnzidetti saranno prossimi allo zero più di à/>,e però 
gli analoghi dell’ ecc. saranno prossimi ad 
a più di \p, e quelli deU’«-*-/j -+- Bo"-t-ccc. cioè dell’ 
A+Bu n +e cc. si scosteranno dall’a stesso più di ’ p. Quin- 
di i valori di -4- : 9 éj"-*~pcc.) ~ ow'"-+-,3<j m+ ' l -v-ecc. 
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saranno più piccioli, non curando i segni, di quelli 
Ae\Vo m (A -+- Ro n - t-ecc )~Ao m -+- Iìo m¥n -4- ecc. come 
sì è diri liti iato. 

La prima proprietà dichiarata in questo paragrafo 
ne somministra altre, fra le quali meritano particolare 
attenzione le esposte nei seguenti^ che sono analoghe a 
quelle esposte nei 55 ia6, 128. 

i 53 . I tre polinomj A «" -+- lì o h Co r -t-ecc. , 

E o e -t- Go s -t~ Ifo h -+- ecc. , 

R(j r -+- So' -1- To' -4- ecc. 

siano ordinati secondo potenze della stessa indetermi- 
nata a aventi tutte esponenti positivi ed anco crescenti. 

Se i primi m termini del secondo di questi poli- 
nomj saranno identici ordinatamente ai primi m del 
primo, ed i primi n del terzo siano ordinatamente iden- 
tici ai primi n del primo stesso; e sia l’;« maggiore del- 
l’n, i valori del secondo, almeno quelli che corrispon- 
deranno ai piccioli valori della a , saranno prossimi 
ai corrispondenti del primo più dei corrispondenti 
del temo. 

Di fatto, la differenza tra il primo ed il secondo è 
un polinomio nel quale il minore esponente della o, 
per le proprietà ammesse , è maggiore ilei minor espo- 
nente che ha la a stessa nella differenza tra il primo e 
terzo; per cui i valori della prima di queste differenze , 
almeno i corrispondenti ai valori piccoli della a, sa- 
ranno prossimi allo zero più dei corrispondenti del se- 
condo; o ciò che significa lo stesso, i valori del secondo 
polinomio corrispondenti agli anzidetti della a saranno 
prossimi ai corrispondenti del primo più di quelli del 
terzo. 
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1 34. Se in tre polinomj ordinati secondo le potenze 
d’esponenti positivi e crescenti di una stessa indetermi- 
nata, gli esponenti, ebe ha la indeterminata medesima 
nei loro primi termini siano eguali , ed i primi termini 
del primo e terzo siano identici , inoltre i valori del 
secondo polinomio, almeno quelli che corrispondono 
ad una serie continua di piccioli valori della indeter- 
minata, siano compresi tra i corrispondenti valori de- 
gli altri due , il coellìciente del primo termine del se- 
condo sarà eguale al coefhciente dei primi termini 
degli altri due, ossia questi tic coefficienti saranno 
eguali tra loro. 

I tre polinomj siano i seguenti 

Ao a H<j b Cu e -4- eco. , 

Lo 0 -*- Gu g -t-IIo h - t-ecc., 

A u a -4- S o’ -4- Tu* ecc. 

La differenza tra il primo e secondo di questi po- 
linomj è visibilmente un polinomio , nel quale vi è 1 ’tt 
coll’esponente a -, la differenza tra il primo ed il terzo è 
pure un polinomio, nel quale il minor esponente della 
u è b ovvero s numeri entrambi maggiori dell’a; e pe- 
rò , se il coefficiente E non fosse eguale all’// , i valori 
della prima di queste due differenze, almeno i corri- 
spondenti ai piccioli valori della a , sarebbero meno 
prossimi allo zero dei corrispondenti della seconda; 
ossia i valori del secondo polinomio distarebbero dai 
corrispondenti del primo più dei corrispondenti del 
terzo, il che non può sussistere, essendo i valori del se- 
condo compresi Lra i corrispondenti degli altri due. 
Quindi sarà effettivamente E fguale ad A, ossia A ed E 
saranno eguali tra loro. 
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Se fosse anco b: — grr:t, e<l S~B, avrebbcsi G~B 
oltre E— A-, cosi, se fosse h~c~t, e T — (7, sarebbe 
anco II eguale a C, ecc. 

LEZIONE VII. 

Di altre proposizioni generali , cioè di alcune rela- 
zioni tra i valori di quantità sviluppabili secotulo 
dimensioni crescenti e positive di due o piu inde- 
terminate. 

i55. Le proprietà esposte nella lezione antecedente 
si riferiscono a quantità i cui sviluppi sono ordinati 
secondo una sola indeterminata , in questa esporremo 
analoghe proprietà fra le quantità i cui sviluppi rie- 
scono ordinati secondo due o più indeterminato, le 
quali denomineremo a, 0, - - e cominceremo colla 
esposizione di quelle proprietà , che sono analoghe alle 
ultime dichiarate. 

Per semplicità , col simbolo A m indicheremo la 
somma di tutti quei termini di un polinomio ordinato 
secondo le dimensioni crescenti delle indeterminate 

v, 0, nei quali le indeterminate medesime hanno 

la dimensione m positiva. 

I valori del polinomio 

A 0 -*-A l -+-A t -*-A$-t-ecc . , 

almeno i corrispondenti a quelli delle a, 0, - - - pros- 
simi a zero, avranno tutti segni simili a quelli di A 

Pongasi o~ai, d~bl, ove £, a, b, 

esprimono altrettante quantità indeterminate; ed il po- 
linomio ridurrassi 

A 0 iA <tì i*A (n £W« 3 , -4- ecc. 
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I simboli A w , A fn , A, 3, , - - - , die moltiplicati 

ordinatamente per i, i\ 4 3 , danno i risultamenli 

ottenuti, sostituendo ai, li, - - - in vece delle 4», 0 , 

contenute nelle somme A„ A t , A3, - — , non conten- 
gono la i, per essere queste somme funzioni delle 

u,0, omogenee. 

Ora pel polinomio 

A„-+-lA w - 4- (*A m pA at ecc. , 

valendosi della indeterminata i , come si vale della o 
contenuta nel polinomio considerato nel § t 3 i si ma- 
nifesterà facilmente la verità della dichiarazione fitta. 

i 5 t>. Una analoga proprietà ha luogo anco pel po- 
linomio 

m * si m t r eCC. 

nel quale la minor dimensione delle o, 0, — - è la m. 
Si ponga qui pure o~ai, 0~bi, ;esi avrà 

-+- 4 m+r ^u„+r) -+- ecc. 

Facendo per questo polinomio ciò che si è fatto al pa- 
ragrafo i 3 i pel polinomio là contemplato, si conclude 
facilmente, che i valori dell’ 

m ^ ^ m+n ~ * 11 ^m+r “t— ecc. 

almeno quelli che corrispondono ai valori piccoli delle 
o, 0, - - - , hanno segni simili ai corrispondenti di A m 
suo primo termine. 

Questa proprietà però non ha luogo per quei va- 
lori di questo polinomio , che corrispondono a quelli 

delle a, b, , che annullano A im) ossia a quelli delle 

o,0, , che annullano A m . 


Digitized by Coogle 


DI CALCOLO SUBLIME 


» 9 ‘ 


i3 7 . Si abbiano ora i due polinomj 

A a -*-A a+m -*-A a+n -+-ecC., B a +c -i-B a+t -*-B a+ i-t-eCC. 

ordinati ambedue secondo le dimensioni crescenti delle 

stesse indeterminate a, 0, : gli a , m, c, n, e, i, 

esprimono numeri tutti positivi ; ed i simboli B a he , 
B a+e , - - - hanno significati analoghi a quelli degli 
Aa+e ’ A a+n , — «■ — . 

Essendo la minor dimensione delle «, 0, con- 

tenute nel secondo polinomio maggiore della minor 
dimensione delle stesse indeterminate contenute nel 
primo, i valori del secondo, almeno quelli che corri- 
qtondono ai piccoli delle o, 0, - - - , saranno prossimi 
allo zero piti dei corrispondenti del primo. 

Alle o, 0, - - -, contenute nei due polinomj , so- 
stituiscami i prodotti a 4 bl, - - e si avranno i 

l a A iaì -+-i a+m A ia+m) -+-l a+n A (a+n) -*~ecc. , 
t a +*Bla+c> ■+■ B<a+*ì •+■ i a+Ì Bia+i) 

Valendosi della indeterminata 4 contenuta in questi 
due polinomj , come si vale della o contenuta nei duo 
contemplati nel paragrafo i3a, si concluderà facil- 
mente , se non sia nullo , la verità della proposi- 
zione enunciata. 

Questa verità ha sempre luogo, quando le a,b , — - 
non annullino A ia) ossia quando le o, 0, - - - non an- 
nullino A a . 

Cosi che, se dai significati di due polinomj, analo- 
ghi ai qui considerati, emergesse, che dovessero essere i 
valori del primo, almeno i soliti, prossimi allo zero più 
dei corrispondenti dell’altro, avrebbesi A a — o; «anzi 
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dalla stessa proprietà esposta in questo paragrafo ne 
disrendono altre, fra le quali importanti assai sono le 
due, che si sviluppano compendiosamente nei due pa- 
ragrafi seguenti. » 

1 53. 1 tre polinomj A a -+- A b -+- A c -+- eoe. , 

B e -t-B g -*- B k -+-eoc. , 

C r +C,+ Ci -+- ere. 

ordinati secondo dimensioni tutte positive e crescenti 
delle stesse indeterminate o, 0, , abbiano le pro- 

prietà seguenti ; i piami m termini del secondo siano 
ordinatamente identici ai primi m termini del primo 
cioè quelli dell’uno a quelli dell’altro, ed i piami n del 
terzo siano identici ai primi n del primo stesso: se Ym 
sarà maggiore dell’ n , i valori del secondo polinomio , 
almeno quelli che corrispondono a valori piccoli delle 
v, 6, - - -, saranno prossimi ai corrispondenti del pri- 
mo più dei corrispondenti del terzo. 

Per le stesse proprietà, qui ammesse, la differenza 
tra il primo polinomio ed il secondo , e quella tra il 
primo ed il terzo, saranno due polinomj, nel primo dei 

quali la minor dimensione delle indeterminate u,0, 

sarà maggiore della minor dimensione, che esse avran- 
no nella seconda; e però , pel paragrafo antecedente, i 
valori della prima di queste due differenze, almeno 

quelli che corrispondono ai valori piccoli delle o,0, 

saranno prossimi allo zero più dei corrispondenti della 
seconda ; e conseguentemente i suddetti valori del se- 
condo ilei tre polinomj ammessi saranno prossimi ai 
corris[K>udcnti del primo pili dei corrispondenti del 
terzo: siccome si è enunciato. 
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A a A 3 ~+“ CCC. , 


Po-*- Pi-*- pi -+- Pi -*-ecc. , 

B u -+- B, B % -+- // 3 -*-ecc. 

siano ordinati secondo le dimensioni positive delle stesse 
indeterminate u, 0, . 

Se i valori del secondo, almeno quelli che corri- 
spondono ai valori delle o, 0, - - - prossimi allo zero, 
saranno compresi tra i corrispondenti degli altri due; e 
sia B 0 eguale ad A u , sari» anco p 0 —A u . 

Essendo i valori del secondo compresi tra i cor- 
rispondenti degli altri due, i valori di uno di questi sa- 
ranno maggiori dèi corrispondenti degli altri due : ab- 
biano questa proprietà i valori del primo; e quelli del 
polinomio 


A 0 — p 0 -*-A t — p,-*- — p 3 -t-ecc. 

differenza tra il primo ed il secondo saranno minori di 
quelli dell’ 


A u — B u -t- A , — /?,-+- A a — B i -t- A 3 — B 3 -t- ecc. 


differenza tra il primo ed il terzo. 

Ma questa proprietà non può aver luogo, per 
l’esposto nel paragrafo antecedente, se non sia A 0 -p 0 z.o; 
adunque sai'à p 0 ~A o , come si è enunciato. 

Se fosse anco B l ~A l , avrebbesi p a ~A 0 ed anco 
p t —A,; se fosse B t ~A 3 avrebbesi in oltre p t z^A t -, in 
generale le equazioni 

Po — ^o» Pi — ^ l i Po — 1 Pi — ^i 5 “ “ ” 

saranno tante «pianto saranno le 

B o — A 0 , B t ~A t , B K —A 3 , Bs'zzAì, - 

Tom. I. i3 
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E qui si rifletta, che ciascuna delle equazioni 
— P*=A t ,p 3 =A 3 , ---» 

si decomporrà molte volte in piìi equazioni ; giacché 

esse debbono sussistere per iulìniti valori delle ù. 0, . 

i4o. Se i tre polinoinj fossero 

A a -t-A a ^n-t-ecc., /' a -+-/>„ ,«-f-eec., A ll -s~B a1r -*-c cc.; 

e clic i valori del secondo, almeno quelli che corri- 
spondono ai piccoli delle a, 0, - - - fossero compresi 
tra i corrispondenti degli altri due; le p u , A a , sareb- 
bero eguali, cioè avrebbesi lu equazione p a ~A a . 

1.4 1 . Ora, si abbiano le tre quantità P, {K li fun- 
zioni di-lle stesse indeterminate o, 0, - - - cd- aventi i 
loro sviluppi , almeno siuo'ai termini contenenti le di- 
mensioni /t-+-i delle o, 0, , affatto orili narj : i va- 

lori corrispondenti ad tj— 6 — ~o sì di esse die 
delle loro derivate parziali prese rispetto alle stesse 
a, 0, - - - sino a quelle dell’ordine (n — 1 ) esimo , siano 
nulli-, i valori delle P n , lì,, siano tra loro eguali, qua- 
lunque siano le t>, 0, - - in ultimo i valori della () , 

almeno quelli che corrispondono ai valori delle u, 0, 

prossimi allo zero, siano compresi tra i corrispondenti 
delle P, li: e saia (•>„ anch’essa eguale alla P„. 

Per semplicità si rappresentino coi simboli P' nlt , 
^>h-i > B' n _, , quelle quantità, determinabili* culi’ esposto 
nel paragrafo 1 io, le quali rendono esatte le tre equa- 
zioni seguenti 

p=p n +p'„ +l , Q=Q,+QU t , R=n H 

Essendo i suddetti valori della Q compresi tra i 
corrispondenti delle P, R, i valori della differenza 

P—Q ossia di Q,-*-P' M — Qln 
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saranno prossimi allo zèro piu dei corrispondenti della 
. p n — p' n' 

e però quelli della P „ — Q n dovranno essere prossimi 
allo zero più di quelli delle quantità 

ossia della — /?à +1 . 

Nelle due espressioni 

P» Qn J Qn+t Rn+l 

si pongano ai, hi, - - - in vece delle o, 0,---; ed esse 
si ridurranno alle . 

(P W -Q W )t, 

c per tanto i valori della P tn) — Q { „, dovranno appros- 
simarsi allo zero piti dei corrispondenti della 

( (?0l+l> 

Ma evidentemente questa proprietà non si può verifi- 
care, se non sia nulla la quantità P M — Q {n) ; giacché 
i valori della 

(@(n+i> — ^oh-i») £> 

coll’ avvicinare la i allo zero, si possono avvicinare 
anch’essi allo zeiv quanto si voglia. Adunque sarà 

P Qui) — ° ossia P ln) — Qui ) : 
come si è enunciato. 

Quest’ ultima equazione si decomporrà in tante, 

quanti saranno i termiui dissimili rispetto alle v,0, 

contenuti in essa. 
i4'i. Per esempio sia 
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P=uOF(p(x,y), q{x,y),— ), 


Qzzjp(x-*-a,y-t-6) — <p(x,y-^0) — <p{x-+-(j',y}-^-f{x,y), «1 


R=juOF(p(x-\-o,y), q(x-\ -o,y-i-d), ) : 


la R è qui visibilmente, ciò che bassi , cambiando al- 
cune delle x,y contenute nella P nei binoinj XHj,y+d. 
Per questo caso si ha evidentemente. 

n=2, Pj=zo, P,=o, P^=.o6F(p, q, ) 

Q 0 —o, Q,=o, «1 

R a — o, R,~o, R % —oOF(j>, q, ); 


e però la equazione P n ~Q n sarà 

uOF(p, q, - - -) — 06 — o, la quale dà 


E qui pure ha luogo una osservazione importan- 
tissima adatto analoga a quella fatta al (ine del § 127. 

Non mi trattengo ad esporre per lo funzioni di pili 
indeterminate la proprietà anàloga u quella trattata 
nel paragrafo 128 per quelle di una sola, perchè una 
' combinazione, facilissima a farsi, di ciò che si è detto in 
quel medesimo paragrafo, con qualche passo del j»ani- 
grafo 1 37, riduce la sua trattazióne una ripetizione di 
quella. 
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PARTE QUINTA 

MASSIMI E MINIMI VALORI DELLE FUNZIONI 
E VALORI DELLO ■£. 


LEZIONE PRIMA 

Dei imissimi e minimi valori delle funzioni 
di una sola variabile. 


i4^. oi chiamerà massimo valore ili una funzione, 
quello, il quale sarà maggiore almeno di quei valori di 
essa , che corrisponderanno ai valori della variabile 
prossimi a (pici medesimo, ni quale corrisponderà lo 
stesso della funzione. Con, si chiamerà minimo valore 
di una (unzione, quello, il quale sarà minore almeno di 
quei valori di essa , che corrisponderanno ui valori 
della variabile prossimi a quello, al quale corrispon- 
derà esso medesimo. 

Alcune funzioni hanno un massimo valore altre 
un minimo, alcune più valori massimi ed altre più va- 
lori minimi; ed anco vi sono funzioni aventi un valore 
massimo ed uno minimo , ed alcune altre che hanno 
pili valori massimi c piìi valori minimi. Uno qualun- 
que di questi valori si terrà per conosciuto , quando 
conosccrassi il valore della variabile corrispondente 
ad esso. 

i44- Un valore della x , il quale corrisponda ad un 
massimo ovvero ad un minimo di una funzione <p(x), 
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sarà tra quelli clic annulleranno la derivata $'{r ) , os- 
sia che soddisfaranno la equazione 5!'(.r)rr: o. 

Sia a il valore della x corrispondente ad un mas- 
simo della funzione ijf(.r): cd intendasi rollati una quan- 
tità positiva qualunque; ed i valori della x prossimi 
all’a saranno quei medesimi dei binomj' a-t-z>, a — 1 >, 
clic corrisponderanno ni piccioli valori della t>. 

Essendo (p(a) un massimo valore della <p(x), per la 
définizione avranno luogo le due relazioni 

q i(a)'^>ip(a — 1>) 

almeno |>ci valori piccoli della zi. 

Sviluppando i secondi membri di queste relazioni , 
e riduccndo, si hanno. le seguenti 

Q 

o~^>q ip'(a ) h <P"( a ) ccc. , 

• 

o 

o> — ogS'(a)-+- •— <p"(a) — ccc., 
le quali significano, che i valori dei due polinotnj 

• a 

ql"(a)-+-cec., — ojl'(a)-+- — $"(«) — ccc. 

se non tutti almeno i corrispondenti ai valori della z> 
piccoli, debbono essere negativi. 

Ora, se fosse positivo, positivo pure sarebbe 
ojf'(ci) primo termine del primo di questi polinotnj , e 
conseguentemente (5 t5i) i valori di questo polinomio, 
almeno «quelli corrispondenti ai valori piccoli della a, 
sarebbero aneli’ essi positivi , ciò che è assurdo. Cosi, se 
gf'(a) fosse negativo, sarebbe positivo — o(f[a) primo 
termine dell’altro dei medesimi due polinotnj; e |ier 
conseguenza i valori di questo polinomio, almeno i 
corrispondenti agli auzidetti della zi , sarebbero an- 
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ridessi positivi, rio che è pure assurdo: giaccia- debbono 
essere negativi : vale a dire f'(oi) non può essere nò po- 
sitivo nè negativo, e però sarà sero. 

Onesta conseguenza si può desumere anco dul- 
IVsposlo al § 126. Di fallo, la relazione 

o — u <p'(r*) — ere. 

equivale alla 

6 )* 

ufi' (a) — — f'(n) -4- - ecc. ò ; 

e però si dovranno verilìcare le due relazioni 

a 

(j 

1 4- ■ — Jl r '(a) -t-ecc. <^o • o»-+-o • t>’ -t-ecc. , 

a 

(j * 

of'(a) tp"(a)-+~ccc.^>o • 0-4-0 • o’-t-ccc. , 

ove si è scritto o ■ o -4-0 • o* -i-cec. in vece di zero. 
Vale a dire i valori di uno dei polinoinj 

a 

01 fi (a) -4- — gl"(a) -t- ecc., ufi (a) r P"( a ) -+- ecc. 

debbono essere maggiori ed i corrispondenti dell’altro 
minori di o • 0-4-0 • «’ -t-ecc ; e conseguentemente pel 
paragrafo citato sarà o. 

àia <p'(a) è il valore della f'(.r) corrispondente alla 
x~a; adunque il valore della x corri s'ponden le ad un 
massimo della f(x) annulla <p'(x) ossia è esso tra le 
radici della equazione f'(.r)~o. 

Se a fosse il valore della x corrispondente ad un mi- 
nimo della funzione f'{x), si avrebbero le due relazioni 

<j$(<z)<;g*(M- 4 -o), f(a)<^f(a — o), 

cioè i valori dei due polinoinj 
2 

vf'(at)- 4- — $"(«)- t-ecc., — of(a)- 4- — • fi” (a) — ecc., 
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almeno quelli corrispondenti a valori della a piccoli , 
dovrebbero essere positivi c conseguentemente, per 
quello che si è detto dianzi rispetto al massimo, si avn't 
qui pure <p' (a) ~ o , cioè il valore della x corrisjHin- 
dente ad un minimo della <p(x) , soddisfa la equazione 
<p'(x) — o. 

Concludiamo per tanto, che i valori di una va- 
riabile, corrjspondenti ai massimi od ni minimi di una 
funzione di essa, sono tra quelli che soddisfanno la 
equazione che risulta dall’eguagliarc a sero la derivata 
della medesima funzione. Appunto come si è dichiarato. 

i45. Se fosse (Jl(x)~ax-i-h , si avrebbe <p'(x)~a , 
quantità che non si pub annullare; e però la funzione 
ax-*-b non sarà suscettibile ne di massimo nè di mi- 
nimo valore: come è d’altronde evidente. 

Se poi fosse <f(x) — ax' -t- bx-*-c, avrcbbcsi 
tjf(x)~iax-+-b , quantità che si può annullare, fa- 
cendo X — — ; c però una funzione della forma 

la r 

ax 1 -s-ix-4-c può avere un valore massimo od un 
minimo. 

Per questa funzione si ha <p"(x)~ia , cioè il va- 
lore della derivata seconda corrispondente a qualun- 
que valore della x, ossia qualunque sia la x, eguale a a a. 

Per altre forme della fp(x) i valori della <p''(x) 
conterranno la x , e però varieranno , variando la x 
medesima ; ma il valore della <p"(x) corrispondente ad 
un dato della x sarà individuato. 

Quando il valore della <p"(x ) corrispondente ad 
uno di quelli della x, che soddisfanno l’equazione 
fp'(x) — o, sia nega firn, a questo medesimo valore della 
x corrisponde un massimo della (p(x) ; e quando il va- 
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loi-C deliri tf"(x) corrispondente ad uno di quelli della x, ' 
clic soddisfanno l’equazione <p'(x) ~ o , sia positivo, 
questo medesimo valore della x corrisponde ad un 
minimo della funzione p(x). 

Sono tanto analoghi fra loro i ragionamenti , che 
occorrono, per dimostrare queste due dichiarazioni, che 
in credo di limitarmi alla dimostrazione di una di esse, 
a.quella della seconda. 

I,n a esprima un valore della x radice della equa- 
zione i^'(.r)~0, il quale renda anco <p''(x) positiva, 
cioè sia 

ip'(a) = o, tp"(a)^>o. 

Essendo 

<t‘ . ’ «* 

ip(a -wj) == p(a) -t- op'(a) $"'('*) -4- ecc. 

1 j 

fp(a — u)—<p(a) — tp"(a ) — t-ecc., 

c per ipotesi <p’(a)~o, si ha evidentemente 

Q * Òp 

(p (a -1- o) — tp(a)~ — <p"(a) -4- — - <p'"(a) -4- ecc. , e 

a 3 

(p (* — o) — (Jl (a) — ‘ì- <p"(a) — ~ p'"(a) -+- ecc. 

Ma pei- essere p"(ct) positivo, positivo risulta anco 

9 

(J 

— p"(a); e però i valori dei due polinomj 

~ -“3 f"(ay+-e cc., ~ tp "(a)— ~ ^"(a)-t-ecc. 

( 5 . 1 3 1 ) almeno quelli corrispondenti a valori della « 
piccioli, saranno anch’cssi positivi; e conseguentemente 
positivi saranno pure quelli dei binomj 

<p(a-\-o) — $(«), <p(ct — «) — <p(a) 
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eguali ai medesimi poli nomj cioè avranno luogo le 
«lue relazioni 

<p(rx-t-(j) — (p(a)>a, (p{a—o) — (p(a)^>n, 
le quali danno le seguenti 

<p(a)<^ip(a-+-o), gi{a)<^tp(a—o): 

queste relazioni significano appunto, che fp(a) , valore 
della (p(.r) corrispondente alla x~ a, è minore so nqn 
di tutti i \nlori delia 0(x), almeno di quelli corrispon- 
denti ai valori della x prossimi allo stesso oc; come 
sono a -+- a, a — a quando la o sia piccola. 

E adunque diinostritto, che quei valori di una va- 
riabile, che annullano la derivata prima di una l'un- 
zione di essa e rendono o positiva ovvero negativa la 
sua derivata seconda, corrispondono rispettivamente ad 
un minimo ovvero ad un massimo valore della mede- 
sima funzione, 

1 4G. Un valore della x, che annulli si la <p'(x) che 
la <f"(x ) , e non annulli la <$"'(. r) , non corrisponde nè 
ad un massimo nè ad un minimo valore della ip(x ). 

Un tal valore della x si chiami j9; cioè abbiasi 

$'($)— o, $"(,9)— o, c 9) positiva o negativa. 

Per essere 

w+o) = m ~ <t>" c9) -4- r'm 

<p(P—o)=<ptf)—of(P) - 4 - <P"0)—^ p"'(ì)-\-evc., 

e ip'( j9)~o, <p"(fi) — o, si hanno 

(p (j9 -4- «) — <p(?) = Aj <p’"(3) ccc. , 

<P(? — <■>) — <P(&) = — <P'"(P) ■+■ ccc. , 
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e però, se p"'(P) o , il secondo membro della prima 
di queste equazioni sarà positivo, e quello della seconda 
negativo ; e conseguentemente si avrà 

cp ( /?—•—*>) — <pffi^>o, ql( t 3 — <j) — (p (9) o ossia 

Se poi fosse (Jf'"(/?)<^o, si avrebbero (p{3-\-o) — <j5(j9)<^ o, 
<75(9 — a) — gS(^)^>o, ovvero 

$ (£ H- «) < 9* (?) < (/? — <4 

V 7 ale a dire, sì nel caso di ^'"(d) positiva cbe nel caso 
di $'"($) negativa, la <p(fi) è nè massimo nè minimo 
valore della <p(x). 

t4f - Se un valore della x annullasse tutte le <fi(x), 
<p"[x), f"(x) e non annullasse la (p' f {x), esso corrisjKm- 
deiebbe ad un massimo ovvero ad un minimo valore 
della (p (x) , cioè ad un massimo se rendesse la (p' r {x) 
negativa, e ad un minimo se la rendesse positiva. 

In generale, se l’ultima delle derivate <p'(x), <p"(x), 
g>"'(x), (p’ r (x), — - annullate dallo stesso valore della 
x sarà di ordine pari, esso non corrisponderà nè ad un 
massimo nè ad un minimo della g5{.r); e se tal derivata 
sarà di ordine dispari , esso corrisponderà ad un mas- 
simo, se la seguente risulterà negativa, e ad un miftimo 
se risulterà positiva. 

i4B. Se la funzione della quale si cerca il massimo 
od il minimo valore fosse la implicita y , clic entra in 
una data equazione F(x, y)~o, si potrebbero scoprire 
questi suoi valori, collo sciogliere la equazione rispetto 
ad essa, indi trattare il suo valore ottenuto colle regole 
sopra esposte: comunemente però conviene, per sempli- 
cità , usare quella regola , cbe emerge dalle considera- 
zioni seguenti. 
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Dal paragrafo 44 risulta , che, tutte le coppie di 
valori delle x,y aventi la proprietà di soddisfare la equa- 
zione F{x,y)~a, soddisfanno anco la F'{x)+y'F'(y)-o, 
ove si intende colla y quella funzione della x, che en- 
tra nella equazione data. Ma per ogni valore della x , 
che corrisponda ad un massimo o ad un minimo della 
y, si lin y' z o; adunque per esso avrassi anco 

F'(x) = o, 

purché in essa si intenda colla y , quando vi sia, quella 
funzione della x, che è data dalla F(x, y)~o. 

Vale a dire, tra le moltissime coppie di valori 
delle x, y soddisfacenti la equazione data, "quelle in 
ciascuna delle quali vi sarà un massimo od un minimo 
valore della y, soddisfanno anco la equazione 

F>(x) = o; 

e conscguentemente, ogni valore massimo o minimo 
della y ed il corrispondente della x, costituiranno una 
«li «pielle coppie dei loro valori, che avransi, sciogliendo 
le due equazioni seguenti 

F(x, F) = °> F '( x ) = o. 

iifp- Dal medesimo paragrafo 44 risulta anco, che le 
x, y aventi la proprietà rappresentata colla equazione 
F(x,y)— 0 , hanno quella pure rappresentata colla 

F"(. r)-t- *y'F l '+/'F"(y) +y"F>(y)=o -, 

ma pei massimi o minimi valori della y bassi y’ — O, e 
però si avrà la 

F"(x)-*-y"F'(y) = a, che d 
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Quindi ogni coppia di valori delle x, y, soddisfacente 

F"(x) 

le suddette due equazioni, e clic renila — - p - ■- nega- 

tiva, corrisponderà e comprenderà un massimo valore 
della y , ed ogni coppia , che tenda questa medesima 
funzione positiva , comprenderà un minimo valore 
della y. 

Non ini trattengo a parlare del caso , che vi sia 

una coppia degli anzidetti valori , clic renda — — - 

nulla; perchè rarissime volte accade, e d’altronde lo 
sviluppaincnto di esso presenta nessuna dillicoltà. 

i5o. In ultimo troviamo quelle coppie di valori del- 
le x,y, che sono tra le infinite soddisfacenti una data 
equazione/[x, y) ~b, e corris|>ondenti ai massimi o 
minimi valori di una funzione (p(x, y) data. 

Siccome si ha la equazione f(x,y)~o , così una 
delle variabili x,y sarà funzione implicita dell’altra; 
si tenga la y funzione della x, e la <p(x, y) sarà una 
funzione composta della sola x ; e però e i massimi ed 
i minimi valori di questa funzione corrisponderanno a 
valori della x, clic sono tra quelli , i quali annullano 
l P'(x)-t-y'ip'{y) derivata prima rispetto alla x della 
medesima funzione $ (x, y ) , ossia tra quelli soddisfa- 
centi la equazione 

0'(x) -t-y^iy) =o. 

Ma la f(x,y )—0 dà y ~ — t'[~) ’ u( ^ un< l uc • valori 

delle x, y, corrispondenti ai massimi o minimi della 
<P(x,y), saranno tra quelli che soddisfanno la equazione 

ossia Li (p’(x]f(y)—<p'(y)f(x)—o. 
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Concludiamo per tanto, che le coppie di valori 
delle x,y corrispondenti ai massiini od ai minimi della 
<p(x,y), e che sono tra quelli ,• clic hanno la proprietà 
J\x,y)~o, soddisfanno questa equazione ed anco la 
dianzi trovata fi'l.t)f'(y ) — r P'(y)f( jr)~o. 

Per distinguere, se una coppia di valori delle x ,y 
soddisfacente le equazioni 

f(.v, y) — o, <p'(x)f(y) — f{y)f(x) — o , 


corrisponda ad un massimo ovvero ad un minimo , o 
nè ad un massimo nè ad un minimo valore della fun- 
zioni' <pix, y) , si formerà la derivata seconda di questa 
funzione cioè la prima della <p'(x)-t-y'<p'(y), la quale in 
generale riescirà formata colle x, y, y\ y" , cd in essa 

porrassi in vece della y' il suo valore — o l’equiva- 

J Ir) 


lente — ed in luogo della v" si -porrà il suo va- 

<P(y) b ^ 

lore desunto dalhi equazione f(x, y)~o\ e con ciò 
avrassi la derivata seconda della IJi(x, y) fonnata colle 
sole variabili x,y. Si sostituiranno in questa funzione , 
cosi risultante, in vece delle x,y i loro valori costi- 
tuenti la coppia che si ha di mira; c se il risultamento 
sarà negativo o positivo , essa corrisponderà rispettiva- 
mente ad un massimo o ad un minimo della (p(x,y). 
Se poi il risultamento sarà zero, converrà formarsi la 
derivata terza, sostituire in essa per le x,y i medesimi 
anzidetti valori; e se non avrassi zero , essi non corri- 
sponderanno nè ad un massimo nè ad un minimo va- 
lore della <p(x,y): se in vece avrassi zero, si procederà 
come al § 

i 5 l. Molte volte, j«r le forme o pei significati delle 
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funzioni di cui si cercano i massimi o mìnimi valori si 
cono-pisce, die sono suscettibili di un solo valore mas- 
simo ovvero di un solo minimo, e però, per tali funzioni 
se la equazione analoga alla <p'(x) ~ o sarà soddisfatta 
da un solo valore deliaco le analogie alle F(x,y)~a, 
F'(x)~o oppure alle f\x,y)-Zo,<p'(y)f(x)~(p'(x)f(y)-o 
da una sola coppia di valori delle x, y, essi saranno i 
richiesti; e non occorreranno considerazioni ulteriori 
per i scopri re , se siano corrispondenti ad un massimo 
ovvero ad un minimo. 

(,r) 

Cosi, se la 0 (x) fosse una frazione , risult ando 

li[x) 


f=- 


uX' — Xu' 


r= 


uX n 


.a 


t ‘ 


" u' 

— a •-<?', 

u 


X X' 

la equazione 0'(x) == o darebbe - — — , e la relazione 

<p"[x) ovvero o equivarre Lite alla it X " — Xu" 
ovvero e però il massimo o minimo valore della 

X ... X' 

- eguaglierò il corrispondente della , e sarò esso 

effettivamente un massimo ovvero un minimo secondo 
clic risulterà uX " — X ti" negativo o positivo. 

i5a'. Se un valore <* della c , tra quelli- soddisfacenti 
la equazione <p'(x) — 0 , rendesse la 0"(x) inlini ta; per 
{scoprire, se esso corrisponda ad un massimo o ad un 
minimo valore della 0(x ) , bisognerò trovare gli svi- 
luppi delle differenze 

gS(a~t~o) — <p(a), $(« — a) — tp(a) 

oi-dinati secondo potenze d’cs[)onenti crescenti della a , 
il che si farò mediante l’esposto al § i a i; giacche ri- 
sultando i primi termini di questi due sviluppi eu- 
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trambi positivi, l’<s corrisponderà ad un minimo valore 
della 'p (.!') , e risultando entrambi negativi , corrispon- 
derà ad un massimo: se poi risultassero l'uno positivo 
e l’altro negativo, f(a) non sarebbe ne massimo nè mi- 
nimo valore della tp{x). 

1 53. Cosi, la dichiarazione fatta, che i valori della x 
corrispondenti ai massimi o minimi della funzione gf(x) 
sono tra quelli die soddisfanno la equazione gS'(x)~o 
regge, semprcchè lo sviluppo della (p(x-\-o) corrispon- 
dente all’x~fs valor richiesto, abbia almeno i pri- 
mi due termini della forma ordinaria , cioè siano 
(Jj (tc) -+— p'(a) -+- eoe.; giacché, se ciò non avesse luogo, 
(p'(a) in vece di esser zero sarebbe infinito. 

Uua funzione, per cui questo accada, c la seguente 

tp(x)—a-*-bp / (x — a)’, la quale dà <p(a-y~o)~a-\~ bJÌ, 


gf(a — ti) — a-t-bar, e (p(a)~a. Dimodoché Va è un 
minimo valore della funzione n-t-bp' (x — a)’; e l'a, va- 
lore della x al quale esso corrisponde, tende la derivata 

*' {x) = 5T(x^-a j inf,nita ’ 

Concludiamo per tanto, che vi sono alcune funzioni, i 
cui massimi o minimi valori sono tra quelli , che ren- 
dono inlìuitc le loro derivate prime. Questi valori si 
distingueranno gli uni dagli altri, mediante l’ esposto 
nel paragrafo antecedente. 

Non fo, per le funzioni contemplate nei paragrafi 
i48, i5o, nè farò per quelle clic si contempleranno nei 
seguenti, considerazioni analoghe a queste ultime, per- 
chè occorrono rarissime volte. 
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LEZIONE II. 

Dei massimi e minimi valori delle funzioni 
di due o piu variabili indipcnilcnti. 


1 54 - Ora parleremo dei massimi e minimi valori 

della gl(x,y, s,---) funzione delle variabili x,y,z, 

indipendenti. 

Si chiama massimo valore di una funzione di un 
numero qualunque di variabili, quello, il qu;de è mag- 
giore, se non di ogni ultro valore di essa, almeno di 
quelli che corrispondono ai valori delle .variabili pros- 
simi ai mede-ami ai quali esso corrisponde ; e minimo 
si cbiama quello che è minore, almeno di quelli clic 
corrispondono a valori delle variabili, prossimi agli 
stessi ai quali corrisponde esso medesimo. 

Siano a, fl, y,&, valori delle x,y, z, u, cor- 

rispondenti ud un massimo valore della gl(x,y,z,u, — ); 
e />></, r, f, esprimano quantità positive indeter- 

minate. I valori della <p corrispondenti agli 

x~a-^~p,y — ?-\-q, z~ y-+-r, - - - 

x~a — p,y—fi — <7, z—y — r, saranno 

fp(a^-p, §-*-(], y-t-r, - - -), ip(a — p, 3 — q, y — r, ) ossia 

(p — ql( — ecc., 

ove 55, <p(i), $(1), --- esprimono ordinatamente i 
valori delle 
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z , ), 

;^'**) + ”(eÌ) + ' , (^) +,c 

- 7’ gl"^) r (^-^j-k-ecc.-i- ^r‘ <f'(z)-*-ccc, 

corrispondenti alle x~a,y—[l, z~y, - - 


E però avrassi 

$]]>gS+!jJ{i)+$(2)+ecc. ) e<l anco 5*^>^-(J)(i)+ijS(a)-ecc. 
ossia g5(i)-4-g5(3)-*-ecc.<^o, — ecc.<^o. 

Queste duo relazioni non si possono verificare , se 
non è ij!(i)zro (5 1 36). Di fatto, se gl(i) non fosse nullo, 
sarebbe quantità positiva ovvero negativa: ora se ^S(i) 
fosse positivo, i. valori del polinomio g5(i)-»-ij5(a)-i-ecc., 
almeno quelli corrispondenti a piccioli valori delle 
p , q, r, - - -, avrebbero segni simili a quelli di ip( i ) , 
cioè sarebbero positivi , ciò ebe è assurdo ; giacché per 
soddisfare la prima delle relazioni qui trovate , tali va- 
lori debbono essere negativi: se poi $(i) fosse negativo, 
i valori del polinomio — g5 (i)- 4 -g 5(a) — occ., almeno i 
corrispondenti a piccioli valori delle p, 7, r, - - -, sa- 
rebbero positivi , ciò che è pure assurdo , stante la se- 
conda delle medesime due relazioni. Quindi sarà ip( i ):o 
ossia 

p g)'(a) -+-7 f (, 9 ) -+- r <$'(y) -1- ecc. — o. 

Questa equazione , dovendosi verificare per infiniti va- 
lori delle p, q, r, - - -, dà le 

<j5'(«)=:o, f( l 1jz=o, — , 

il cui numero eguaglia lo stesso numero delle variabili 
x, y,z, . 
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Ma gl' (a), fi (fi), $'(/), sono «juei valori delle 

gl’(x), gl’(y), gl'(z), - - - derivate della gS(.r, y, z, ), 

die corrispondono all’x ~a, y—ft, z~y, ; adun- 

que i valori delle variabili x,y, z, - — corrispondenti 

ad un massimo valore della funzione gl (x, y, z, ) 

saranno tra quelli soddisfacenti le equazioni 

! f(x) = o , gl'(y) = o, ql'(z)z=:o, . 

Facendo altrettanto pei valori delle x, y, z, 

corrispondenti ad un minimo valore di una funzione 

gl (x, y, z, ) trovasi , che ancli’essi sono tra quelli , 

soddisfacenti queste medesime ultime equazioni. Con- 
cludiamo per tanto, die i valori delle x, y ', z, 

corrispondenti ad un massimo o ad un minimo valore 

della funzione gf(x,y,z, ) saranno di quelli, die 

soddisfanno le equazioni 

f(x)=o, gl’(y) — o, gf'(z)—o, . 

* 

1 55. Passo ad esporre i criterj , onde distinguere 
quelli, tra i valori che soddisfanno queste ultime equa- 
zioni, i quali corrispondono ai massimi . valori della 

funzione gl(x,y, z, ) da quelli clic corrispondono 

ai minimi, e questi dagli altri, cioè da quelli clic non 
corrispondono nè a massiini nè a minimi valori della 
gl(x, y, z, ) stessa. 

Le equazioni (p'(x)~o, gl'(y)~o, gl'(z)~o, - — 

siano soddisfatte da x — a, y — b, z — c, cioè 

a, b, c, siano tra i valori delle x,y, z, , che 

soddisfanno queste equazioni; e si chiamino L, M, N, 

i valori corrispondenti alle x~a,y — b, z~c, - - - 
delle quantità 
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pT?(x)-*-ri<p'(y)-*-r<p'(z)-*-ccc., 

~<P"lx)-+-pq 


(d , 1\ 

nssK 


' \drdy ) 

ZWW+v{dydl) 

,,J ut, \ 1 1 f d*<6 \ 1 J d‘Tl \ 

-j (x)+ ir\d^r~^\d^r^ c - 


-4-ecc.-t-ccc., 


-t~ccc.. 


che sono visibilmente le somme ili <|iiei termini dello 
sviluppo di ip(x-*~p, y-\-q. s-t-r,---), nei quali gli 
aumenti hanno una, dite, ire di- 

mensioni. 

Se i valori dell’.)/, almeno quelli corrispondenti a 
valori delle p,q,r prossimi allo zero, saranno ne 
putivi, gli a,b,c,— valori delle x,y, a, — corrispon- 
deranno ad un massimo della funzione <p(x,y,z,~-~); 

c se questi valori dell’ 1/ saranno positivi, gli a, b,r, 

corrisponderanno ad un minimo valore della r p(.r,y,z,--~) 
stessa. 

Essendo gli a, h, r, valori delle x,y, a,---, ohe 

soddisfanno le equazioni 

rji'(x) — o, <p'(y) — o, tp'{z) = o - - - 

ossia che annullano le derivate <p'(x),g?(y),gf(z ), — -, 
il valore del polinomio pqf(x)-i-q<p'(y)-+-rtp'(z)-i-ecc. 
corrispondente ai medesimi delle x, y, z, ohe è 
l ’ L sarà sero; e però avrassi 

<p(a±p, h±q ,c±r, )—<p(a,l>,r, ) 1/dt.V-t- ecc. 

Ma i valori del polinomio i1/+iV -t-ecc. , se non tutti 
almeno quelli corris|»ondcnti a piccioli valori delle 
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P’0< r >—, hanno ($ i36) segni simili ai corrisponilenti 
tleir.J/suo primo termine;, adunque per tali valori delle 
p,q, r,--«, quando riescano positivi quelli dell’ .1/, si 
avrà 

$(<i±p,b±:q,c±r---)—<p(a,b,c, )>o, ossia 

0 (a -t- />, A -4- r,— ), e 

<p{a—p,b — q,c—r, — )> <p (a, b, r, ), 

cioè li ( a,b,c , ) valore della tp(x,y, a, } corri- 

spondente alle xzzza,yz=:b, lizze , — -sarà un mim- 
mo; e reciprocamente, se pei n edesimi valori delle 
p,q,r, , quelli dell’iV riesciranno negativi avrassi 

gl(a~+~p, b-+-q,c-^r, )<^<p(a,b,c ,~ — ), 

0(« — p,b— q,c~ r,- — )<0(a, b,c, ) , 

vale a dire <p(a,b,e, ) sarà un massimo valore della 

funzione <p (x,y, ): tutto come si è dichiarato. 

i56. Non mi Termo a considerare il caso deil’i1/~o, 
nè ad esporre le conseguenze che ne emergono per esso, 
quando jV sia positivo o negativo, ovvero zero, nè a fare 
pel termine ove le p,q,r, --- hanno quattro dimensio- 
ni, ciò che si è fatto per l’.J/; perchè i calcoli riescono 
oltremodo complicali, c d’altronde rarissime volte oc- 
corrono; e passo in veceud esporre quelle proprietà della 
<p(x,y,z, ) colle quali si può conoscere immediata- 

mente, se i valori dell'.!/ siano positivi o negativi; e co- 
mincio dal caso della fp(x,y) funzione delle sole due 
variabili x,y, pel quale i valori xzzza,y=zb, sono ra- 
dici delle due equazioni seguenti 

$’(x)=o, <p’(y)= 0 . 

Si chiamino A, li, C quei valori delle derivate 
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(S)-(^)’(j/) o, ” ,co,Ti,|,, * ,do, “" iiej 

yzzzh', e si avrà 

M — \A p' -*-B pq -i-ì Cq‘, ossia 


Questa espressione della M insegna, clic, essa sarà po- 

lì* 

sitiva, «piando risulti A~^>o, eC ovvero eguale 

A 

a zero, cioè quando sia 


A^>a,e B' od ~A Ci 

C<1 anco che essa Iti sarà negativa, quando risulti A<^o 
B‘ 

e C od — o , ovvero 

A 

A o , e B‘ od == A C. 

Anzi, siccome sì nell’ un caso die nell’ altro dev’essere 
II‘ minore od al più eguale al prodotto A C, così , il 
segno di C dovrà essere simile a quello di A. 

Se sarà B zero, avrassi M—\Ap'-+- \ Cq‘i e 
però i valori dell’.!/ saranno positivi, quando risultino 
A, C positivi ovvero uno zero ina l’ altro positivo; c 
saranno negativi, quando tali siano A, C ovvero 1'uno 
negativo e l’altro zero. 

Concludiamo per tanto, che, il valore della (Jt(x,y) 
corrispondente ad X — a cAy~b sarà un massimo o 
un minimo, se Iì‘ non sarà maggiore di A -Ci c clic 
esso sarà un massimo, se nè A nè C saranno positivi; 
ed un minimo se essi non saranno negativi: risultando 
B ’ A C , non sarà <f(a.b) nè un massimo nè un 
minimo valore della funzione f(x,y). 
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i5*. Ora farò altrettanto, qualunque sia il numero 
delle variabili. 

I valori delle derivate 

/M (£* \ (*£\ ( \ 

\dx')' \dxdy )'\djulz)\d,du)'~~~' 

(JL£\ .... 

XdyJ’XdjrdzJ’ydydu)’ 

/<r<p\/d i <p\ 

\di* )’\dzdu) , ~~~ , \du) , ~~~ , ~“ 

corrispondenti alle x~a,y—b,r~r,U — d, si 

rappresentino ordinatamente con 

A , lì , C*, D, F, C, //, ; K, ; P* - -; - -*; 

e si avrò 

lMzj4p'+lBpq+TLCpr\-7,Dps+QCC.+Fq'+iGqr+iI{qs+ccc. 
-i- /fr’-t-a Lrs-t-ccc. -+- PP-i-ecc. -r-ccc. , ossia 
2 M—A(p ~j(B <7 -t- Cr-t- D-r -t-ccc. ))’ -+- 
P’ I 9 a +aG l qr+37/ 1 //.f+ecc.K I r*+2P I rj+ecc.+P 1 .i :, +ecc.4-ccc. 


posto F-~ — F lt G 




*-£=*., I-££=i 


Cosi bassi 


2// l (jr+ccc.+A’ 1 r , +2Z 1 ri+eec.+P 1 .(*+ecc.+ecc. 

eguale ad 

/’ 1 (7+-^ 7 (G,r+// 1 s+ecc.)) J +ÀV , +2Z.,m-ccc.+P,J , +ecc.+ecc. 

A, ' 
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JX)StO 

K G '=J 

Ki Tr^ 


r J r 

k i) * é i ». — ''*»• 

“ I 



come pure 

/C, r* -+- 2 L % r s ecc. -+- P, * a h- ecc. ere. eguale a 


K t (r-+- ^.(/^.r-f-ecr.)) Pj^-f-ccc.^-ecc., 

posto P,— A — P 3 ,-— . 

E por tanto sarà 

al/ -//(/> + ^(P7+Cr+ecr.)y+P 1 ^+^L{<; i r+// I Tfccr.)) 1 

+ /t,(r+— (£,.t+ecc.)) + P,P+ecc. 

Questa espressione insegna , die i valori d’.l/ sa- 
ranno positivi, quando risulteranno 

■d^>°> F t ~^>o, K t >o, P s >o, , e negativi quando 

^<o, *’,<o, A',<o, P,<o,— . 

Sostituendo in queste relazioni in luogo delle 

F,,K j , P 3 ,--- i loro valori formati cogli A,B,C,D, 

si riducono le prime alle 

A > 0 . AF>B% (AK-C) (AF-B‘)>(AG-Bq\ — 

e le seconde alle 

A<o, AF>B', (AK-C) (AF-B‘)XAG+BQ ',— ; 

dimodoché eccettuate le due A^>o,A<^o, che sono le 
prime di queste due serie di relazioni, le altre sono or- 
dinatamente identiche fra loro. Quindi il valore dclln 
<P( x iy> 2> u, — ) corrispondente alle xzjn.yzb, zzc, uzd , — 
sarà sempre un massimo od un minimo, quando abbia- 
no luogo le relazioni 
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AF^>B‘, (AK — C)(JF — B‘)^>{AG — BCf, ; 

e sarà esso gl(a, b,c, ) un minimo se A ^>o ed un 

massimo se A <^o, 

1 58. Che le relazioni qui sopra esposte, eccettuate le 
prime , debbono essere le stesse sì pel massimo clic pel 
minimo, qualunque sia il numero delle variabili, facil- 
mente si concepisce mediante le considerazioni seguenti. 
Evidentemente a.l/ è eguale ad 

( Ap fìq -+- Cr -+- Di -+- ecc.)* più 

~ (/f F t q* iA G ,<i r -i- lAH, q s -+- ecc. ■+■ 

AK l r > -*-?iALri-+-ccc. -f-ecc.j; 

e però, siccome nel primo di questi due polinomj vi è 
la p, die mancn nell’altro, così i valori dei medesimi 
due polinomj 

-~^Ap ~\~Bq -+- ecc)*, 

-^(AF iq *-4-2AG, q r -i- ecc -+- A K t r 1 -4- ecc. - 4 - ecc. ) 

saranno indipendenti; c conscguentemente, affinché YM 
sia positivo dovranno essere A, ed 

~ (AF l q* -i- iAG l q r-+- ecc. -+- A K t r 3 -4- ecc. - 1 - ere. ) 

ossia// ed A F l q t -i~lA G t qr-+^;cc.~^-A K l r‘-+-ccc.-+-ccc. 

positivi; «1 allineile lMf sia negativo, dovranno essere 

A ed (^AF^'-v-iA G t qr-*-ccc.-*-A X,r*-f-ecc.-*-ecc.) 

negativi, ossia A negativo ed 

AF t q'-i-iA G, qr-t-ecc.-t-AK, r*-t~e cc.-*-eec. positivo. 
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aifi 

Vale a «lire in entrambi i rasi il polinomio 

AF X q* a AG X q r -+- ecc. -t- AK t r* -+- ere. -+-ccc. 

dovrà essere positivo. Quindi si pel massimo ohe pel 
minimo le condizioni o relazioni di cui si parla deb- 
bano essere le stesse. 

Seia funzione <p , di cui si dimanda il massimo o 
minimo valore, in vece di essere affatto conosciuta , 
fosse la contenuta in una equazione tra essa e le varia- 
bili, cioè fosse data la equazione 

F(x,y, s, 0) = o; 

con un ragionamento analogo a quello fatto al $ 
si troverebl>e , che i valori delle x, y, z, — - , corri- 
spondenti ai massimi o minimi della gl e questi mede- 
simi della (fi, dovrebliero soddisfare oltre la equazione 
data anco le seguenti 

F'(x)=o, F'(y) = o, F’(z) = o, - - -; 


c però tra i valori delle x,y, S, - — e gl soddisfacenti la 
medesima equazione data e queste vi sarebbero i ri- 
chiesti delle variabili x, y, z, - - - e gli stessi massimi 
o minimi della gl. 

Così, per questi valori, risultando 


(£1Y ('Mr) r'jy) mm 

P F'(<f)' \dxdy)~ F'(gf) F'(<pj’ 

mediante 1 esposto nel 5 1 5^ , si potranno distinguere, 
tra gli anzidetti valori delle x, y, z, , quelli clic 


corrispondono ai massimi, da quelli, che corrispondono 
ai minimi valori della gl. 


1 %. Si vogliono in ultimo i massimi o minimi va- 
lori della gl funzione delle m variabili x, y, v. 
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le quali però delibano avere le relazioni rappresentate 
colle n equazioni 

A — O, Ii~ o, C—o, - — P — o: 

ove le A, B, C, P esprimano funzioni date delle 

medesime m variabili x. y, z, u, t» , ed n esprime 

un numero minore dell’m. 

Si considerino le x, y, z, u, v altrettante 

funzioni di una stessa variabile t , tali da soddisfare le 
n date equazioni ; e la <p(x,y, z, — - u, v) risulterà 
una funzione della t composta di m componenti , delle 
quali m — n saranno affatto arbitrarie, per cui arbitra- 
rie saranno anco le loro derivate prese rispetto alla t. 

Egli è evidente, clic ogni valore della t corrispon- 
dente u valori delle x,y, Z, — - u, v, ebe rendono 
massima o minima la funzione ip(x,y, z, - - - m, v) 
corrisponderà esso medesimo allo stesso massimo o mi- 
nimo valore della (p(x,y, s, u, e); e però per esso 

avrà luogo la equazione 

ip'(t) — o cioè la 

<P'(jc)j J -i-<P(y)/-+-<P'lz) z'h h (p'(u) o : 

dove le x', y 1 , zi , u! , v' derivate delle x,y, z, 

prese rispetto alla t, hanno le relazioni date dalle « 
equazioni 

A'(t) — o, B'(t) = o, C'(/) = o,---P'(/) = o, 
cioè dalle seguenti 

A'(x)x'-i-A'(y)y-i-A , (z)z'-i t-A'(u)u'-i-A'(i>y= o, 

B\x)x'-i-B'(y)y-i-B'(z)z'-i t-P'(«)«'-+-P'(sy=o, 

C(x)x'-+-C(y)y+C(z)z'-i f-C'(«)«'-+-C'(*»)v , ==o, 


P'(x)x / -t~P'(y)y'-i-P'(:)z' h t-P , (u)u , -+-P'(c)/— o. 
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Se con queste ultime n oju azioni si determinassero 
i valori di n delle derivate x', y, z', - - - u', v', c si 
ponessero nella 

tp'(x)x / -t-<p'(j-)y-t-<p'(z)z'-i t-gP(u)u , -Hp / (t') e'rro, 

avrebbesi una equazione, la quale dovendo sussistere 
indipendentemente dulie m — n derivate limaste in 
essa, si decomporrebbe in m — n equazioni contenenti 
le sole variabili x, y, z, --- u, v. Quindi i valori delle 
m variabili corrispondenti tra loro e ad un massimo o 
minimo valore della funzione <p(x,y, S, - - - u, v) sa- 
ranno tra i |uclli , clic soddisfanno queste m — n equa- 
zioni trovate e le n date A~o, IÌ~o, Czx:o, P==. o. 

Ix tn — n equazioni dianzi trovate, o meglio quelle 
die combinate eolie n date somministrano i valori ri- 
chiesti delle variabili x, y, 2 , - - - il, v si possono ot- 
tenere anco in quest’ altra maniera. Evidentemente, le 
equazioni 

f(t)=o, A'(t)—o, B'(t)—o, C(t)~ o,-- - P'(t)—o 
danno 

<p'(t)-i-<iA'(t)-*-[ÌB'(i)-+-yC(t)-\ t-.TP'(t)=o, 

cioè la 

a=:(<p'(xy+-aA r (x)-i-pB'(xy+-fC(x)-i — —4-rrP'(x))x'-+- 

(<P'(yh*~*A'{y}-+-PB'(jr)~<-yC(jr}-t 4-rrP'Q'))y-4- 

('p’(z)+aA'(z)- + -0B'(z)+yC(z)-+ h .' t /"( z))='-h 


+((p'(u)-<-aA'(u}-<- i 8B , (u)-+-yC(, l )-i t-s ??'(«))«'+ 

(#» -4-a/f'(v) '( v) -+-yC(v) n v-itP'{y)y 1 

qualunque siano le quantità indeterminate a, 
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Questa equazione si usi in vece della prima mede- 
sima o ; e suppongansi sostituiti in essa i valori 

delle » ultime derivate — desunti dalle 

A'(t) = o, B > (t)~o, C'(/)=o,— />'(/)= o; 

e poi si disponga delle >i quantità r*,j},y,---ir talmente 
da annullare gli attuali coefficienti delle ultime n de- 
rivate v’ contenute nella stessa ultima equazione 

qui trovata , cioè si determinino in modo da soddisfare 
le n equazioni seguenti 


(p '(u)-+-aJ'(u)-*- fi B’(u)- 4 - y (?(//)+ h rrP'(n)=zo, 

<p’(v) a. A' (e) -+- $ B'(v) -+- y C(v) -t >-+- rr P'{y) — o; 

c la medesima equazione dianzi trovata si ridurrà alla 
o— (tp'(x)-*-aA'(x)-+-tlB'(x)-^yC(jc}H «rP^x^j'-*- 

( l-wn/f '{?)-*-? Cb'h t-sfcP' (/))/ 

-t-ecc., 

nella quale vi rimangono le sole ni — n prime derivate 
x'-,y' , , ma allatto arbitrarie, per cui essa si decom- 

porrà nelle ni — n seguenti 

g?(x)-¥-aA f (x) -+-@B'(x)-t~y C*(x)-i — n-rr P'(x)=l o, 

<f{y)-*-aA'{jr)-*-PB'(y)-t-yC{jr)-* 1 - xP'(y)=.o 


dove le a,P,-~-sr esprimono i rispettivi valori desunti 
dalle» equazioni antecedentemente stabilite. Quindi, 
se in queste ultime m — n equazioni si porranno i va- 
lori delle a, - - - rr cavati dalle n antecedenti , o 
ciò ebe è lo stesso, se si combineranno tutte queste in 



Tll 


LEZIONI 


equazioni talmente da eliminare le n indeterminate 
a, & JS - - - sr , si avranno le m — n equazioni sud- 
dette, le quali combinate colle n date, somministre- 
ranno valori delle m variabili , fra i quali vi saranno i 
corrispondenti ad ogni massimo o minimo valore della 
funzione (p(x,y, z, u, t>). 

Osservando i primi membri delle n equazioni, qui 
sopra esposte, si vede, che essi sono le derivate prime 
parziali della quantità 

<p -+-«// -t-jS/l -h yC-i 

prese rispetto alle m variabili x, y, z, - - - u, v, nella 
ipotesi cbe le a, [i, y, - — rr siano quantità costanti. 

Da ciò emerge una regola facile , per trovare quei 
valori delle x,y, s, — - u, c, cbe corrispondono ai 
massimi o minimi della fl(x, y, z, — -u,v), e sono 
tra quelli clic soddisfanno le n equazioni 

A~o, B~o, C~o, P—o. 

Costituiscasi la quantità p-\-aA-+-$Ii-+-yC-\ — - — t-srP; 
si eguaglino a zero le m sue derivate prime parziali 

prese rispetto alle x, y, z, u, e; si eliminino le n 

costanti «, fi, y, - - - rr da siffatte rn equazioni ; sciol- 
gansi rispetto alle x,y, z, u, v le m — n equa- 

zioni risultanti combinate colle n date ; ed avrnnsi per 
le x, y, z, — - «, v i valori richiesti. 

Non mi trattengo ad esporre i criterj per distin- 
guere quelli, tra i valori desunti dalle ultime m equa- 
zioni , cbe corrispondono ai massimi da quelli cor- 
rispondenti ai minimi valori della (p , ed anco dagli 
altri, se mai vi fossero; [perchè tutto ciò riesce facile e 
semplice in ogni caso particolare ina complicalo assai 
in generale. 


itìzed by Google 


DI CALCOLO 8UDLIME 323 

i fio. Se Ih f fosse funzione implicita , che entrasse 
nello n equazioni date 

A—o, R — n, £?— o, P — o , 

o solamente in alcune di esse, dovendo essere pel suo 
massimo o minimo valore, (p'(t) nulla , le n equazioni 
derivato delle date sarebbero 

A'(x)x'-t-A'(y)y -+-A’(z)z’ -t A’(u) u'— o, 

B’(x) x’ -+- B’(y )f - 4 - B f (z) z' B'(u) u! — o, 


P'(x)x' -+- P'(j-)y -+■ P'(z)z' H H P'(u) u' = 0, 

le quali danno la seguente, qualunque siano le n — i 
quantità «, <3, y, st, 

(A'(x)~*~ a B'(x) -4- ì 9C v (jc) h i-st P'(x)) .r'-f* 

H«r'Cr))y-+- 


(^A’{v) -t-mffjt 1 ) 3 C (C>) -+ nrr P'(v*)) v'-i-o. 

Questa equazione si può usare in vece della prima delle 
n sue antecedenti ; ed usandoli , c procedendo , come 
nell’ultimo paragrafo, si avranno le m seguenti 

A’(X) -+-« R’(X) + $C(X) *-3tP'(x) — o , 

A'[y) -+- « B'(y) -+- 3 C(y) h i-arFtr)=o, 


^'(v) + f- i? C» -i htt P'(v) = o , 

dalle quali eliminando le n — i quantità rz, <9, si, 

avransi ni — n -+- i equazioni, che combinate colle u 
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date, risulteranno m-t-i, mediante le quali si potranno 
avere i valori delle rn variabili corrispondenti ai mas- 
simi o minimi della r p e gli stessi massimi o minimi va- 
lori della 


LEZIONE III. 


Di quei valori delle frazioni , 
che compajono sotto la forma di 


161. Accade s|iessc volte coll’ individuare una varia- 
bile esistente nei termini di una frazione, che essa fra- 
zione si riduce alla forma sebbene il suo valore 
corrispondente a questo medesimo della variabile sia 
affatto individuato: farò qui vedere, come si possa de- 
terminare un tal valore della frazione, cioè quello del 
simlxdo -, quando si conosca la frazione dalla quale 
trae origine, non die il corrispondente valore della 
variabile. 


I valori dei termini della frazione 


F{x) 


— — -, corrispon- 

M*) 

denti alla x — a siano entrambi nulli , cioè sia 
F(a)zx. o, A(ci) = o; c vogliasi quel valore della fra- 

fj?) . 

zione j, <1 quale corrisponde appunto alla x—a. 

a 

. F(rty+-oF'(n)-i-—F > '{a}-+-ecc. 

Eucnd. i 


ossia 


/•’(u-t-t)) 


F'(a)-i~ -F"(a)-+- ccc. 
A '(«)-+- - A"(a)-4-eec. 
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per essere F(u) — o, A(u )=so, fatto u = o si ha 

F(a) F’(a) 

A(«) - A '(a) ’• 

Flx) 

cioè quel valore della frazione ----- -■ , il quale corri- 

A(x) 

F'ix) 

sponde alla x=a risulta eguale al valore della ■ ■ ■ ,. . 

1 A'(x) 

corrispondente allo stesso x = a. 

Dimodoché, per avere il valore richiesto della 

Flx) F'Ix) 

. ■ basterà formarsi la e sostituire in essa a 

A(.r) A'(x) 

in vece della x. 

Se le F(r), A(x) fossero tali, che risultassero nulle 
anco le F(a), A '(a), avrebbesi evidentemente 


Ft. + .) S'W- 


- F" («)-f-ecc. 


A(a-i-s>) i o .. 

- A" (a) — - A'" (a) -+- ecc. 

e però fatto oxzo, risulterebl>e 

F(a) _ F"(a) 

A(«) - \"(a) * 

cioè il valore richiesto della * - , sareblie eguale a 

A(x) 

F'(x) 

quello della — , j corrispondente al medesimo x—a. 

In generale, se x=« annullasse le F(x), A(x) e le 
loro derivate successivamente sino a quelle dell’ordine 
n esimo, e non annullasse le derivate (h— i— i ) esime cioè 

le F M \x), A <n+n (x), il valore della corrispondente 

/roM-o(x) 

alla x—a, sarebbe eguale a quello della (|[> , ■ — cor- 

A (x) 

rispondente allo stesso a della x. 

Tom. J. 1 5 
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162. E qui osservisi , clic x~n non può annullare 
tutte le derivate delle funzioni F[x), A(x) con esse; giac- 
eliè , se annullasse per esempio la F(x) e tutte le sue 
derivate, essendo 

■ 

F(a -4- o) = F(a) -+- o F'(n) -h — F'(a) -4- eco. , 

si avrebbe F (a-*-a)~o per qualunque valore della o , 
cioè sarebbe F(x)zero , per qualsivoglia valore della x, 
il die è assurdo. 

iG 3 . Se x—a rendesse le funzioni /^x), A(x) infinite 
o nulle, ma rendesse infinite le F'(x ) , A'(x) , ovvero 
annullasse queste anco, ma rendesse infinite 1 e F"(i), 
A"(x); e così di seguito: per trovare il valore della fra- 
zione -7-7-7, corrispondente allo stesso x~a , eonver- 
A(x) 

rebbe sviluppare F(a-t-u), A (zz —»—&>) col metodo esposto 
nel J 1 21, eliminare le frazioni dui termini della fra- 
zione risultante, e spogliarli dei fattori comuni; indi 
porre nel risultainento w~o; ed avrebbesi il richiesto 

valore della frazione — . 

A (x) 

i 64 - Succede talvolta, che il valore della/ 7 desunto 
da una data equazione 

■F(x,/):=o, 

F'/xì 

cioè quello della frazione — y corrispondente 

ad uno individuato della x, per esempio alla xxza e 
però a quello della / cavato dalla equazione 

F(a,jr)= o, 

di comparire sotto la forma ;; in questi casi, jier avere 
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un tal valore della y', bisognerà passare olla equazione 
derivata seconda esatta della F(x, ^”0, che è 

?'F' (y) +y , F"( r ) -4- a fFi H- F"(x) rr o , 

la quale pei detti valori delle x, y si x-iduce alla 

F"(y) y + aF/.y+F"(i)=o, 

che dà per la y 1 due valori. Cosi, se questi valori com- 
parissero aneli’ essi sotto la forma 5, converrebbe pas- 
sare alla derivata terza della F(x. y)~o; ed in essa 
fare x~a, e porre per y il valore che ne somministra 
la F(rt,^)=o, cbè sciogliendo la risultante rispetto 
alla y' se ne avrebbono tre valori ; così dicasi per gli 
altri casi. 
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PARTE SESTA 

CONTATTI, ASINTOTF, E MISURE DELLE LINEE, 
DELLE SUPERFICIE E De’ CORPI. 


LEZIONE PRIMA 

De corti itti delle linee pinne. 


i65. La teorica doi contatti delle linee piane è lina 
delle più utili fra le costituenti le matematiche; c per 
questo sarà essa esposta con estensione maggiore di 
molte altre. 

Si immaginino due linee riferite ai medesimi due 
assi ortogonali: si chiaminino, x l’ascissa ed y l’ordi- 
nata di un punto qualunque di una di esse, e p, t/ 
l’ascissa c l’ordinata dell’altra. E le equazioni delle 
medesime linee siano 

y=J\x), q — <p(p). 

Quando non si dichiarerà rispetto a qual variabile 
saranno prese le derivate della ordinata di una linea , 
si intenderanno prese rispetto alla ascissa corrispon- 
dente alla stessa sua ordinata. 

Se per uno stesso valore delle ascisse x,p risultino 
i valori delle funzioni 

f(x),f(x),f'(x), f""(x) 

eguali tutti ordinatamente a quelli delle 

0(p)> <P'(pY <?"(/>)> P'"{p)> 
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si fi ice, die le due linee hanno un contatto ddlordinc 
n esimo. 

Date die siano le funzioni <p(p),f(x), con facilità 
si può scoprire, se le due line* rappresentate colle 
equazioni 

q=gHp),y = Jlx), 

abbiano punti comuni, ed nnco se in questi punti ab- 
biano un contatto di priin’ordine,odi second’ordine,ecc. 

Si costituisca la equazione 

<p(t)—J\t), 

e sciolgasi rispetto albi t: le due lince avranno tanti 
punti comuni , quanti saranno i valori ì-eali della t 
soddisfacenti questa equazione. 

Uno di questi valori reali chiamisi x particolare. 

Se i valori delle derivate $'(/>), f(x), corrispon- 
denti alle p ed x eguali entrambe alla x particolare, sa- 
ranno eguali fra loro, le due linee avranno un contatto 
del primo ordine nel punto corrispondente alla ascissa 
X particolare: se saranno anco eguali i valori delle 
(p"{}>),f"(x) corrispondenti alla stessa x particolare, 
in questo medesimo punto le due linee avranno un 
contatto di secondo ordine: e così via discorrendo. An- 
zi , se nella funzione <p(p) vi sarà una costante arbi- 
traria, essa si potrà generalmente determinare in modo, 
che una linea rappresentata colla equazione tj~{p (jij, 
abbia coll’altra comune un punto individuato: se nella 
<p{p) stessa saranvi due costanti arbitrarie, si potranno 
generalmente determinare in modo, che una delle linee 
rappresentate colla equazione q~<p(p), abbia un con- 
tatto di prim’ordine in un punto individuato dell’altra: 
in generale, se nella funzione tp(p) vi saranno (« — t— i ) 
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costanti arbitrarie , si potranno , generalmente parlan- 
do, determinare in modo , che una delle linee rappre- 
sentate colla equazione q — $(p), abbia in un punto 
dell'altra un contatto dell’ordine n esimo; a ciò che 
significa lo stesso , in generale si potrà trovare una li- 
nea, la quale abbia un contatto dell’ordine n esimo con 
una data, purché essa appartenga ad una famiglia, 
nella cui equazione vi siano almeno (n-t-i) costanti, 
arbitrarie, o disponibili. 

Di fatto, delibasi trovare quelli linea appartenente 
alla famiglia rappresentata colla equazione 

q-=gl(p, a, h, c , ) 

contenente almeno le (n- 4-1 ) costanti arbitrarie a, b,r . — , 
la quale abbia colla rappresentata colla y=:f(x), nel 
punto corrispondente alla ascissa x particolare «in con- 
tatto dell'ordine n esimo. 

Si formino le derivate prime, seconde,--- n esime 

delle ordinate^, q ossia delle funzioni f(x), <p(p,a,b,e, ); 

si ponga, tanto in queste funzioni, quanto nelle loro 
derivate, in luogo sì della x che della p la x partico- 
lare; indi si uguaglino ordinatamente fra loro i risul- 
tanti valori delle due funzioni, delle derivate prime, 
delle seconde, e finalmente quelli delle derivate n esime, 
e si avranno n + i equazioni, nelle quali vi saranno le 
(n -t-i) costanti a, b, c, : si sciolgano queste equa- 

zioni per rispetto a queste medesime costanti , ed 
nvransi quei loro valori, i quali sostituiti nella equazione 

q — $(l), a, h, c, ), 

la ridurranno a quella, che rappresenterà la linea 
richiesta. 
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Da quest’ ultima dichiarazione risulta evidente- 
mente , che si potrà sempre trovare una retta , la quale 
abbia un contatto di prim’ordìne con una curva qua- 
lunque : una circonferenza, che abbia un contatto di 
second’ordine: una parabola conica, che abbia un con- 
tatto del terzo ordine: una ellisse, che ne abbia uno di 
quarto: ecc. ; giacché nelle equazioni delle famiglie, 
alle quali appartengono queste linee, vi sono ordinata- 
mente due, tre, quattro, cinque, - - - costanti arbi- 
trarie, che sono i cosi detti parametri, dai quali dipen- 
dono le posizioni e grandezze loro rispettive. 

Anzi, si osservi che, se dalle n i equazioni sud- 
dette, si eliminasse la x, si avrebbero n equazioni tra le 
sole costanti a, b, c, - - - , le quali rappresenterebbero 
le proprietà comuni a quei valori delle costanti mede- 
sime, che riducono la equazione q~$(p, a, b, c, ) 

a quella o quelle, le quali rappresentano la linea o le 
linee aventi colla espressa dalla y~f(x) un contatto 
dell’ Online n esimo. 

1 66 . Esempio primo. Trovare l’ equazione ili quella 
ietta, che ha con una curva iu un punto qualunque di 
essa un contatto di primo ordine? 

Ritenuta l’ equazione 

q ~ ap -+- b 

per rappresentare la famiglia delle rette, si avrà 
<p[p) z=. ap -f- b , e <p'(p) — a ; 

e però dovranno essere soddisfatte le due equazioni 
seguenti 

j(x) — ax -4- b , e f'(x) — a 
nelle quali la X esprime la particolare. 
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Queste ultime due equazioni danno 
a ~f, b —f— xf; 

e conseguentemente l’equazione della retta avente il 
contatto di prim’ordine sarà 

q z=pf(x)-+-f(x) — xf(x), o q—f—(p—x)f(x), 

la quale per essere individuata, insegna, ebe una sola è 
la retta , clic possa avere con una curva in un punto 
qualunque, ma individuato di essa, un contatto di 
primo 'ordine. 

Eliminando la x dalle due e<pjazioni/'(x)~flX-*-ft, 
J'(x)~a, si lia una equazione tra le «, b, la quale rap- 
presenta una proprietà comune a tutti quei valori di 
queste costanti , che corrispondono ad una qualunque 
di quelle rette, le quali hanno un contatto di prim’ or- 
dine colla curva rappresentata colla y~ f(x). 

167. Esempio secondo. Trovare l'equazione, che rap- 
presenta quelle circonferenze, aventi con una curva 
qualunque in un punto individuato di essa, un contatto 
di primo ordine? 

Denominimi />, q le coordinate rettangole di un 
punto qualunque della circonferenza; a, b le coordi- 
nate analoghe del suo centro, e c il raggio: l'equazione 
di essa sarà 

( p — a («7 — bf — c’~o, che dà q~=.b-*-\/(c'‘ — [p — a)’). 
Essendo $(p)~ — ( p — o)*^, si ha 

r~ a . 

- 1 /( c ‘-{p- a yy 

e però le equazioni a soddisfarsi colle costanti, le quali 
sono a, b, c, saranno le seguenti 
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S\x)=b-t-]/(c‘— ( J— «)’), f( X )=- ^-,_ (x ay) . 

Queste due equazioni si possono soddisfare mediante 
opportuna determinazione di due qualsivogliono delle 
tre costanti; le soddisferemo colle due a, b. 

La seconda o la sua equivalente 

(c* — (x — a)’)/' a zr(x — a)' dì» 

cf 1 


(x-a)’: 


i ^,o^a=x^ l/(t ^ ry 

11 valore 8» (x — a)‘ sostituito nella prima equa- 
zione, riduce questa alla seguente 

c* . . c 

/■— i-4-l / 777, die somministra b rr, 

*-+-/ K*-n/ ) 

Sostituendo nella equazione 

(/» — «)’ -+- (? — /')*— c* = o 

in luogo delle a, b i loro vaioli trovati, si La 1’ equa- 
zione lirhiesta, la quale, contenendo la c ancora arbi- 
traria, significa, che le circonferenze aventi un contatto 
di prim’ ordine in un punto di una linea qualunque, 
sono moltissime. 

1 68. Esempio terzo. Trovare l’equazione di quella 
circonferenza , che ha con una curva qualunque in un 
punto individuato, ma qualsivoglia di essa, un contatto 
di second’ ordine? 

Ritenute le denominazioni già usate nell’esempio 
antecedente, si avrà 

«w r), tw=- v( /_^L .)■) . 

** a 
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c per tanto le equazioni, alle quali dovranno soddisfare 
le costanti a, b, c, saranno le seguenti 

/( r) = b+ l /(c‘ — (x — o)’) , 

J K c * — (x — «)*)’ ' (x— o ) 1 ) 3 

Al)bian)o veduto nel medesimo esempio antece- 
dente, clie dalle prime due si ha 

"= x± v^rr^ = ^v^ry 

sostituendo questo valore dell' a nella terza o nella 
equivalente 

1/ ( c * — (*—'»)*)*• /"= — <■* 
si trova, futtc alcune riduzioni 

c= _(i-n ? 

— *+- jtt 

valore che sostituito nei sopra trovati delle < 7 , h dà 

Ecco i valori delle a, b,c, che posti nella equazione 
(p — — /’)’ — c’=o, la riducono alla richiesta, 

la quale riescendo affatto individuata, insegna, che una 
sola è la circonferenza, che possa avere con una curva 
qualunque in un punto di essa un contatto di se- 
cond’ordine. 

Se dalle tre equazioni qui sopra sciolte per avere 
le a,b,c, si eliminasse la x, avrebbensi due equazioni 
tra le stesse a, b, r, le quali rappresenterebbero proprietà 
comuni a queste costanti cioè ai parametri delle circon- 
ferenze aventi un contatto del second’ordine colla curva 
rappresentata dalla y—f(x). 
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169. Prima eli esporre altri csempj, al anco alcune 
osservazioni relative alle linee nelle quali vi sono i 
cenili delle circonferenze considerate negli ultimi due, 
tratterò la proposizione seguente, mediante la quale 
facilmente si potrà concepire una proprietà geometrica 
«'orrispondente ad ogni proprietà de’ contatti , cioè 
concepire una idea corrispondente ad ogni nozione dei 
contatti. 

Tre linee abbiano un punto comune, anzi la se- 
conda abbia colla prima in questo punto un contatto 
di un certo oidi ne , e la terza abbia colla prima stessa, 
od il solo punto comune od un contatto d’ordine minore 
di quello della seconda: le parti della seconda, almeno 
le prossime al punto in comune, si accosteranno alle 
corrispondenti «Iella prima piti delle analoghe della terza. 

Questa è la proposizione, clic rende proficua al 
anco amena la teorica dei contatti delle linee piane. 

Le equazioni delle tre linee siano ordinatamente 

r =/('*’)> <7 == 7* (/>)> 

ove s, u sono le coordinate della terza analoghe alle x.y 
della prima o alle p, q della seconda ; «1 x particolare 
esprima l’ascissa corrispondente al loro punto comune. 

Le ordinate corrispondenti alla ascissa x partico- 
lare più 0 quantità indeterminata sono 


f(x — fcj), (p(x-*-o), y(x-t~o), ossia 

„3 


/-w 7 - 


/" 


2 • Ù 


f 


t/f 


• ecc. , 


a é > 3 

q> -f- o <p r — ip" ^ (p' n -f- ecc. , 

■j 3 

ip -+- <j <>/ -4- — >/" h- - — - tp " 1 -t- ccc. ; 
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«•però, siccome l’ordine del contntto tra la seconda 
linea e la prima è maggiore di quello tra la terza e la 
prima stessa, ossia (§ il numero delle prime fra le 
quantità 

<p, <P', <P", <P'", 

eguali ordinatameli te alle corrispondenti delle 
è maggiore del numero delle prime delle 

v, iT»---. 

che eguagliano orò i natamente le stesse f, J\ f " , — ; 
così (5 128) i valori della (Ji (x -4- 1>) , se non tutti al- 
meno «pielli che corrispondono a valori della o pros- 
simi allo zero , si approssimeranno ni corrispondenti 
della /\x-+-a) più dei corrispondenti della ^(jr -t-w). 
Quindi la seconda linea avrà almeno le parti contigue 
al punto comune, che si accosteranno alle corrispon- 
denti della prima più delle analoghe parti della terza : 
«some si è dichiarato. 

170. Ciò premesso, passo ad alcune considerazioni 
relative alle linee aventi fra loro qualche contatto. 

Abbiamo veduto nel paragrafo 1G6, che vi è una 
retta, fra le moltissime, che passano per un medesimo 
punto di una curva, la quale ha colla curva stessa un 
contatto di primo ordine; e però, per la proposizione 
dianzi dimostrata, questa retta avrà colla curva, oltre 
il punto comune, almeno le sue parti contigue al punto 
stesso, che si accosteranno alle corrispondenti della 
curva piìi delle analoghe parti di un altra qualunque 
di quelle che passano pel punto medesimo. 

Questa retta , stante tali sue proprietà , è quella , 


Digitized by Google 


DI CALCOLO SUBLIME 


a3 7 

cbe si chiama comunemente tangente o toccante la 
curva nel punto stesso di contatto. Anzi , qui fo osser- 
vare per sempre, cbe, una linea, la quale abbia con un 
altra un contatto di primo ordine, si dirà aneli’ essa 
tangente l’altra nello stesso punto comune. 

Si può in tanto concludere cbe, l’equazione della 
retta toccante la curva rappresentata colla equazione 
y—f(x), è la seguente 

<7 = (p — x)f(x)-*-f(x) ossia q—y=:{p — x)/, 

ove le y,y sono poste, per semplicità, in vece delle 
J(x),f'(x). 

Quando le coordinate siano rettangole , la equa- 
zione qui esposta insegna, cbe l’angolo fatto dalla toc- 
cante la curva , nel punto corrispondente alla x, col 
prolungamento dell’asse delle ascisse, ha per tangente 
la stessa y* derivata della ordinata rispettiva ; o per 
conseguenza avrà per 

y * 

, en0 e — e pe,. cose no ry. -77:. 

1/(1 -«-/) 1/(1 -+-y ) 

171. Le due tracce Oy, Ox (fig. 1) fra loro perpen- 
dicolari rappresentino le rette assi delle coordinate^, x 
e delle q , p: la A MB esprima la curva rappresentala 
colla equazione y — f(x)-, e la TMV la toccante la 
curva stessa noi punto M corrispondente alla OPz=.x 
particolare, cioè qnclla retta, cbe ha per equazione 

yy-*-x- 

Così, la D UN rappresenti la retta perpendicolare in 
M la TMV. 

La retta DMN, passando pel punto M corrispon- 
dente alle coordinate x,y, ed essendo perpendicolare 
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olla toccante, avrà per equazione 

Q — — y(P — *)-*-y ossia P — xs-(Q — y)y—a, 

ove P esprime l’ascissa e Q l’ordiuata di un suo punto 
qualunque. 

Questa retta, la quale Ita un punto comune colla 
curva, ed è perpendicolare alla toccante la curva in 
questo medesimo punto, si chiama comunemente retta 
normale la curva in questo punto stesso. 

173. Considerando i due triangoli TPM , P.l/A’ , 
facilmente si trova 

tp=£, 

PN=y/, ed MN=y[/(i+y'), 

cioè le espressioni delle rotte terminate TP, TM, P N, 
M N , le quali si chiamano sotto-tangente , tangente , 
sotto-normale, e normale l’ultima. 

173. Così dall’esempio esposto pei contatti (5 167) ri- 
sulta, che frale circonferenze eguali, di raggio c, quella 
avente colla linea espressa colla equazione y—f(x) un 
contatto di primo ordine, ossia che è tangente di questa 
linea, ha il suo centro nel punto, al quale corrispondono 
le coordinate 

cy' c 

X *w^y') ,y ~\ /wy 

Sostituendo questi valori delle a,l> in luogo delle 
P, Q contenute nella equazione 

{Q-y)y-*-P—x —°> si 
__ c y , c s _ o 

la quale è soddisfatta qualunque sia la r, e però i centri 
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delle circonferenze tangenti nel medesimo punto ad una 
linea qualsivoglia, sono tutti nella retta normale la li- 
nea nello stesso punto di contatto. 

in fi. Similmente, dalle cose superiormente esposte 
(5 168), risulta che, una conferenza può avere con una 
curva in un punto di essa non più di un contatto di se- 
condo ordine; ed anco, che una sola è quella, la quale 
abbia questa proprietà, sebbene siano moltissime quelle 
che possono passare pel punto stesso della curva , e tra 
esse ven siano anche molte, che abbiano in questo me- 
desimo punto uncontatto di primo ordine; anzi dal me- 
desimo paragrafo citato risulta, che la circonferenza, 
avente il contatto di second' ordine, ha il raggio 

„ (i-+W. 


ed il centro nel punto al quale corrispondono 


l’ascissa a~ x— e l’ordinata l/zjr+— / (i+jr ,a ). 


Questa circonferenza, per la proposizione dianzi 
dimostrata nel § iGp, avrà adunque le sue parti , al- 
meno le contigue al punto in comune colla curva, che 
si accosteranno alle corrispondenti della curva stessa 
piii delle analoghe parti di una qualunquealtra circon- 
ferenza ; c conseguentemente essa avrà una inflessione 
od incurvatura, la quale differirà meno di quella di qua- 
lunque altra circonferenza dalla inflessione o curvatura, 
che ha la curva nel punto di contatto. E per questa sua 
proprietà, ed anco per la facilità, che ognuno ha di im- 
maginarsi la uniforme incurvatura di una circonferen- 
za, (piando si conosca il suo raggio, che si ritiene cono- 
sciuta o data la inflessione di una curva in uu punto di 
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essa, quando si conosca il raggio della circonferenza 
avente in questo punto colla curva stessa un contatto 
di second’ ordine, sel>l)one si potrebbe ciò argomentare 
con maggiore approssimazione da quella di altre curve, 
che avessero colla medesima contatti di ordini superiori 
al secondo. 

La circon ferenza, qui contemplata, si chiama oscu- 
latrice, il circolo del quale essa è contorno circolo oscu- 
latore , ed il raggio suo chiamasi raggio di curvatura 
della curva. 

t^5. Sostituendo nelle espressioni 
j j 

delle a, b coordinate del centro del circolo osculatore 
della curva rappresentata colla equazione yxz.f(x), in 
vece delle y,y,y" le edotti ve funzionilo - ), f'(x),f'(x), 
esse si ridurranno a funzioni individuate della sola x: 
abbiasi 

a = A (jr), e b=.l (jr). 


Variando il punto della curva, ove il circolo è ad 
essa osculatore, cioè variando la x, varieranno in ge- 
nerale anco i valori delle funzioni ±(x),£(x) ossia delle 
zi, ò; ed eliminando la x dalle due equazioni 

a = l(x), bz=t(x), 

se ne avrà una tra le a, b, che rappresenterà la linea, 
nella quale vi saranno i centri di tutti i circoli oscula- 
tori della linea espressa dalla equazione y~f( x). 

Qualunque sia la linea espressa da quest' ultima 
equazione, l’altra delle anzi nominate, cioè il luogo 
geometrico dei centri tlei suoi circoli osculatori, ha al- 
cune proprietà singolari ed utili : esse si dimostreranno 
nella lezione prossima alla seguente. 
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17G. Si debba ora trovare quella, fra le infinite linee 
paraboliche rappresentate colla equazione 

q — A -+- B Cp 1 -+- D/> s -* 1- / /)", 

ove A, B, C, - - - L sono costanti arbitrarie, clic ha 
colla curva espressa colla y — f(x) un contatto dell’or- 
dine n esimo. 

Usando la regola generale, per trovare gli oppor- 
tuni valori delle costanti A, B, C, — - L occorrono 
calcoli assai complicati;!; per evitarli procederemo alla 
ricerca della parabola richiesta col metodo seguente. 
Dovendo essere il valore della <p(p) corrispondente 
a p~x lo stesso sarà 

flr)=y-+-(p—*) F > 

ove l'F esprime una funzione della x c della p. 
L’equazione tp{p)~y-\-(p — x) F dà 
i f(p) =.F-*-(p — x) F\p) ; 

e però il valore della F corrispondente alla p~x sarà 
<p’(x), ossia y -, e conseguentemente dovrà essere 

F=y -+-{p — x)F l , 

ove l’f>' I esprime un’altra funzione della x e della p \ c 
quindi sarà 

<P (p) —y -*-(/» — *)/ -+- (p — *)* Fr ■ 

Quest’ultimo valore della g!(p) dà l’equazione 

$"(p) — *F,-+-n{p — x)F{(p)-+-(p — x)‘F' t '(p) , 

la quale insegna, che il valore di a F, corrispon- 
dente alla p~x è tf"(x) ossia y"\ e però sarà anco 
Tom. I. 16 



mrom 


2 F, —y" (p — x )F t ossia 

Fx— {p — x)F% 

ove YF t sarà formata rolle x, p. 

Posto questo valore della F t nell’ultimo della 
<p(p), bassi 

${p)=y-*-[p — x)y-*- s (p— x)*y'-*-ì (p—xf F t . 

Così, formata di questa equazione la derivata terza 
rispetto alla p , e poscia fatta p ~ x , si troverà 
F t = 1/"-+- { {p — x)F 3 , e però 

<P(p)=y+(p-x)/+\(p-x)' 'r"+^5 • F t , 

ove l’.F, esprime essa pure una funzione della x e della p. 

Dai ragionamenti qui occorsi emerge evidente- 
mente, che il termine (« — i ) esimo del valore della 
tp(p) sarà 

(P -Xf 

2-3 n y ’ 

ed anco, che i successivi sai-anno nulli. Quindi la pa- 
rabola richiesta, sarà quella rappresentata dalla equa- 
zione seguente 

y(H) 

q zy+(p-x)y+ (j>~x)‘~ + ( F - x f - -(i-x) n 

il cui secondo membro, quando occorresse, si potrebbe 
ordinare facilmente secondo le potenze od esponenti 

crescenti della p,e con ciò avrebbonsi le A,B, C L. 

Con un metodo analogo a quello qui usato per 
trovare l’equazione della parabola richiesta, si dimostra 
die una linea , affinchè abbia un coutatto dell’ ordine 
n esimo colla curva rappresentata colla equazione 
y—J\x) nel punto corrispondente alla ascissa x partico- 
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lare dev’essere rappresentabile colla equazione seguente 

, \ f ' / vi ff (p-x)"y"" 

qzy+(p-x)/+-(p-x) y" + — + — = - +K -z , 

7 a a • 3 — n a-5 n 


ove K esprime una ordinaria funzione della p cioè 

clic nè essa nè le sue derivate K'(p), ridu- 

cansi infinite col porvi x particolare in vece della p. 

1 - 7 . Vi sono alcune curve, per le quali la y ossia la 
f(x) è cosi formata colla x , che i valori delle derivate 

f'(x),f'(x), corrispondenti ad ascisse particolari 

riescono infiniti ; per tali curve ed in questi casi , lo 
sviluppo della f(x-\~ó), ove la x esprimo una di queste 
ascisse particolari , non può essere ordinato secondo le 
potenze ordinarie della o, per cui colle regol e supe- 
riormente esposte , non si possono scoprire i differenti 
gradi di ravvicinamento della curva avente per equa- 
zione y — f(x) con oltrepassanti pel suo punto corri- 
spondente a tali ascisse particolari. Credo per tanto di 
esporre le considerazioni seguenti. 

Si trovino gli sviluppi delle funzioni f{x- 
(p(x-i-o) ordinate delle linee rappresentate colle equa- 
zioni y~ J(x), q~(p(p) e corrispondenti alla ascissa x 
particolare più o quantità indeterminata; ed abbiausi 

f[x-\-o)'=zf(x)-\-A B si 1 " +n -t_ecc. , 

gl(x-t-o)— a b ecc. 

Se un valore reale della x soddisferà l’ equazione 
f(x)—<p(x), le due linee avranno un punto comune; 
se in oltre sarà r—m ed a — A, si dirà che le due 
linee avranno un contatto di primo ordine: se sarà 
anco szxn e b — B dirassi, ebe avranno un contatto 
del second’ orbine; e così via discorrendo. 
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Se una terza linea passasse pel punto coniunc alle 
due, qui considerate, ed avesse colla prima, o il solo 
punto comune, ovvero un contatto, ina di un ordine mi- 
nore di quello clic ha la seconda, questa ciò»; la seconda 
avrebbe almeno una delle parti contigue al punto »'o- 
munc, che si accosterebbe alla corrispondente della pri- 
ma più della analoga della terza: è ciò una immediata 
conseguenza dell’ esposto al § i58. 

Le equazioni f(x)—<Ji(x), a — /i, b — IS , — , che 
sono tra quelle necessarie, perchè la linea rappresentata 
colla equazione abbia colla prima un con- 

tatto, si potranno soddisfare, come si soddisfanno le 
analoghe pei Mulatti ordinarj, cioè con opportune de- 
terminazioni di costanti contenute nella «funzione 

q^.(p (f>) : le altre poi, vale a dire le r = m, s=zn, 

generalmente saranno per sè stesse soddisfatte; alla oc- 
correnza peiò si potranno aneli’ esse soddisfare come le 
antecedenti, purché gli esponenti /«,«,--- contengano 
costanti a ciò sufficienti. 

LEZIONE II. 

Delle linee aulitole c ilei punti singolari 
i Ielle lince piane. 

178 . Una linea si chiamerò asintoto ili un’altra, 
quando i successivi suoi punti avranno distanze dai 
punti corrispondenti di quest’altea , le quali diminui- 
ranno successivamente a segno di riuscire finalmente 
minori di <pialun»pie distanza data, senza però annul- 
larsi; o ciò che significalo stesso, una lùtea chiantcrassi 
asintoti di un’altra, quando essa andrà accostandosi 
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indefinitamente a quest’ altra , senza raggiuguerla cioè 
nè toccarla nè segarla. 

Il conoscere se una linea sia asintoto di un’altra , 
ed il determinare quella di una famiglia, la quale è 
asintota di una data, sono cognizioni, clic riescono utili 
in varie occasioni, e per questo io credo bene di esporle. 

Si chiamino p,q le coordinate di una linea, ed 
x,y le analoghe di un’altra, riportate ai medesimi due 
assi rettangolari; e siano (/ —f[p) , y — p (x) le loro 
equazioni. 

La distanza di «pici punto della prima, al quale 
corrispondono le coordinate p, q, dall’altra linea sarà 

(n—y ) |/(* -*-y ). 

purché la x soddisfaccia la equazione 

p-x~¥-{q—y)y = o-, 

ovvero sarà 

purché la y si desuma dalla equazione 

tutto ciò risulta dal § i5o. 

Useremo la prima di queste due espressioni, quando 
la y sarà minore della unità o di poco maggiore; c ne- 
gli altri casi useremo la seconda cioè 

(''-*) K i-dp*} 

Dimodoché i loro fattori 

i/(« -*-/•)’ 

saranno sempre Gniti, anzi o minori ili J/z o ili poco 
maggiori. 
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Per questa proprietà di |/i -+-y'' rimpiccolimento 
indefinito della 

(7 — 

dipenderà dall’impiccolimcnto analogo del fattore q-y. 

Essendo rp(p) quell’ordinata della seconda linea, 
die corrisponde all’ascissa p del punto dianzi conside- 
rato, la differenza f(p) — 'p(p) sarà la distanza del 
punto medesimo della prima linea ad un punto della 
seconda ; e però essa sarà maggiore del fattore q — y 
anzidetto. Quindi, in vece di considerare la serie dei 
valori della 

(7 —y) V 1 . 


potremo considerare quelli della differenza /(p) — <p(/>); 
giacché, se i valori di questa differenza, coll’alimentare 
indefinitivumente la p, diminuiranno indefmitivamente, 
a maggior ragione tale proprietà avrà luogo per la 
distanza 

(7 —y)V l -*-/*• 

Così, nel caso che 1 ’y’ sia molto maggiore della 
unità, in vece di consideralo i valori della 



si potranno considerare quelli della differenza \(q)—t(q): 
le A (q), i(q) sono i valori delle p, x cavati dalle due 
equazioni q—J(p), q~(p(x). 

Noi contempleremo solamente la prima di queste 
differenze, altrettanto però si potrà dire per la seconda. 

Pongasi nella J(p) in vece della p la frazione 


1 



e trovisi lo sviluppo della 



ordinato secondo 
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le potenze d’esponenti crescenti della t; ed abbiasi 

= At a -+- Bt b -t- Cfi -+- ecc. 
ove a<^/> <c< — -. 


Cosi, posto p nella <p[p) ossia jc ~ — nella 

$(x)-, e sviluppata gl 
condo le potenze d’esponenti crescenti della t, ottengasi 
$ — HÒ-*-Ifi-*~ Kfi-t-e cc. 

dove • 

La differenza f[p) —<p(p) risulterà eguale ad 
A fi -+- li fi C fi ecc. — II fi — Ifi — K fi — ecc.; 


G) 


•j ) ancli’essa in serie ordinata se- 


e però i valori di essa corrispondenti a valori successiva- 
mente decrescenti della t ossia a valori crescenti della p, 
dopo un tale di questi, riesciranno successivamente ap- 
pressi montisi allo sero , senza mai poterlo eguagliare, 
quando gli esponenti a, l, c, h, i, k siano tutti po- 

sitivi, ovvero alcuni positivi e gli altri negativi, purché 
quei termini dei due sviluppi 


A fi h- lì fi -s-C f -s- ecc., Ufi Ifi-\- Kfi ecc. 
nei quali la t ha esponenti negativi o nulli , siano fra 
loro identici. Così, se a fosse negativo e b fosse zero, 
dovrebbe essere anco negativo h ed eguale all’ a, e 
l’i' = o, più A~II e B~I. 

Le proprietà qui osservate, le quali sono necessarie, 
perchè la linea avente per equazione q — f(p) sia asin- 
tota dell’altra, dipendono, quelle relative agli esponenti, 
dalla natura delle funzioni /(/>), $S(x) , le altre poi cioè 
le relative ai coefficienti dipendono anco dai pararne- 
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tri, che entrano in queste medesime funzioni; dimo- 
doché, se per la natura delle funzioni f(p),tp(x) sa- 
ranno già soddisfatte quelle relative agli esponenti, 
anco nel caso che siano negativi o nulli , converrà 
disporre dei parametri contenuti nella J\p), onde con- 
seguire quelle relative ai coefficienti ; e quando ciò 
riesca , quella , fra le linee della famiglia rappresentata 
dalla equazione alla quale corrisponderanno 

questi valori dei parametri, sarà l’asintota dell’ultra. 

Quando poi gli esponenti a, b, c, h, i, k — - 

siano tutti jiositivi, più gli n, b, c, od almeno alcu- 
ni fra i primi siano eguali ordinatamente agli A,«, À\ , 

se si disporrà dei parametri in modo di rendere 

A — IL lì — /, 


si individuerà quella fra le linee appartenenti alla fa- 
miglia delle asintote rappresentata colla q —/ (]>) . la 
quale, terminerà coll’ accostarsi all’altra linea pili di 
qualunque di quelle rappresentata colla medesima 
equazione q ~ f(p)- 

Esempio. Abbiasi y — — J/(x* — irur) e <y— otr-t-<9: 


1 



visibilmente sono qui soddisfatte le proprietà relative 
agli esponenti, ma avvene uno negativo e l’altro zero ; 
c però i parametri a, ,9 dovranno rendere i coefficienti 
delle r~', i° nei due sviluppi eguali tra loro, cioè dovrà 
ni , 

essere « ~ — , e ,7 ~ ■ iti . 
n 
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Quindi le rette asintoto della ijierbola saranno le 

, . . . m in 

sole aventi per equazioni q— — p — m , q — ~ p »i : 

appunto come si sa d’altronde. 

i -g. Un punto di una curva pel quale abbia luogo 
una proprietà esclusiva ad esso od almeno non compe- 
tente al maggior numero degli altri punti della curva 
medesima si chiama punto singolare. Una curva riferita 
a due assi ortogonali abbia per equazione F( x,y)=.o, 
dove le x, y esprimono le coordinate di un suo punto 
qualunque. 

Non parlerò di quei punti, ai quali corrispondono 
massime o minime ordinate ovvero ascisse, circoli oscu- 
latori, normali,--»; perché la loro determinazione 
emerge immediatamente dulia teorica dei massimi e 
minimi. t 

Il punto M (fig. i) della curva A B nel quale ter- 
mina la parte A M, che volge la concavità da una ban- 
da, e comincia la MB, che volge la sua concavità dalla 
banda opposta, si chiama punto di flesso contrario della 
curva. 

Una lieve riflessione farò concepire, che, l’angolo 
fatto coll’asse delle ascisse dalla TT~ toccante la curva 
AB in M, comunque sia essa posta rispetto a quest’asse, 
è maggiore ovvero minore almeno di tutti gli angoli 
fatti collo stesso asse dalle toccanti la curva stessa in 
punti prossimi all’ )/ medesimo; e però l’ascissa corri- 
spondenteal flesso di una curva sarò di quei valori della 
x, che corrispondono ai massimi o minimi della y 1 cioè 
tra quelli, che soddisfanno l’una o l’altra delle due 
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_ Un punto, pel quale passino due o più rami di una 
curva, chiamasi punto multiptice di essa. 

La curva rappresentata colla equazione razionale 
ed algebraica F(x.y) — o, abbia un punto multiplice; 
e chiamimi a l’ascissa e $ l’ordinata ad esso corrispon- 
denti. 

Evidentemente la equazione F(ct,y) — o sarà sod- 
disfatta da più valori della y ed eguali al /?, e la 
in generale da altrettanti valori della x 
eguali all’ a; e però sarà 

F (a./) = (y— & ed F(x, 3) — (x — «)” A : 

ove gli m,n esprimano numeri interi, e le tp, A due quan- 
tità che nè esse nè le loro derivate 'P'{y), A'(x) diven- 
tano infinite, facendo in esse per la prima y—fi e per 
la seconda x — a. Queste equazioni od eguaglianze 
danno le 

= *» (r- (y - flV(r) , 

( ^ ~Jx~~~) ~ n ( x — «T ^ ( x — a ) n à'(r) , 

le quali insegnano, clic le a, fi soddisfanno le due equa- 
zioni F'(y) rro, F'(x)~p. Quindi le coordinate dei 
punti multipli» saranno tra quelle, che soddisfanno le 
tre equazioni 

F(x,y) — o, F'(x) — o, / r '(^)=o: 

il grado poi di multiplicità di ciascuno di questi punti 
si desumerà dal numero dei valori reali della y 1 ad esso 
punto corrispondenti, quando questi riescano disuguali, 
altrimenti dal numero di quelli della^", o della y'",- — . 

Se il punto multiplo della curva sarà analogo al- 
l’l f delle AB, CD (fig. 3, 4)> esso si chiamerà punto 
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di regresso ; e per esso sarà y n zero od infinito , cioè 
avrà una proprietà analoga a quella osservata pel flesso. 
Per distinguere, se il regresso sia analogo a quello 
indicato coila figura terza, ovvero a quello indicato colla 
quarta, si considereranno le coordinate dei punti della 
curva prossimi al punto stesso. 

Terminerò questo parag afo, coll’esporre la regola 
per {scoprire da qual banda è voltata la convessità di 
una curvo mediante la sua equazione. Cbiaminsi p, q le 
coordinate della retta toccante la curva nel punto cui 
corrispondono le coordinate x,y: la sua equazione dà 

q—y-+-{p — x)y'-, 

e però quell’ ordinata della toccante, clic corrispon ’e 
alla ascissa p^c- t-w sarà y-*-oy \ mentre la corrispon- 

o* <,>* 

dente per la curva h y -i-oy'-i y"-\ ^y"'~t-ecc. 

La curva sia situati dalla banda delle ordinate 
positive , e volti la concavità all’asse delle ascisse; ed 
evidentemente sarà 

o* o® , 

y ih 6 >y i uy H y"±. — ^y"'-+~ecc. ossia 

J o’y"dl è «*/"- i-ccc. negativo, 

almeno pei valori d’w piccoli; e però ($ i3i ) avrassi 

y<°- 

Se la curva voltasse all’asse delle .r la convessità 
avrebbesi y"^> o. La curva sia situata dalla banda delle 
ordinate negative, e risulterà ^'^o, quando volterà 
all’asse delle x la concavità, ed y" ^o, quando vi vol- 
terà la convessità. 

Vale a dire la concavità della curva sarà voltata 
all’asse delle .r, quando i segni delle y,y" saranno dis- 
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simili, c sarà voltata dalla banda opposta, quando i se- 
gni delle medesime y,y" saranno simili. 

LEZIONE III. 

Delle misure delle superficie e delle linee piane, 
c di quelle sì delle superficie che dei corpi di rotazione. 

i8o. Le Ox, Oy (fìg. 5) rappresentino i dopassi delle 
coordinate: la A D una linea qualunque, la retta A C 
una sua ordinata particolare, e la M P una ordinata 
qualsivoglia. Chiamisi x la O P,y~f(x) la P.M, e <fi(x) 
l’area del quadrilatero A M P C. 

Comincieremo a trovare la funzione ip (jr), quella 
funzione cioè della ascissa x, che esprime l’area del 
quadrilatere racchiuso dalla retta A C ordinata cor- 
rispondente al punto A particolare, dalla iìl P ordinata 
qualunque, e dalle parti CP,AM dell’asse delle ascisse 
c della curva, che sono intereette tra le medesime due 
ordinate AC, PM; supposto conosciuta la fix). 

Facciasi PQ — o quantità indeterminata, condu- 
casi l’ordinata QN‘, e compiscansi i rettangoli MKQP, 
J/NQP. 

Essendo <p(x) l’area di A M PC, sarà <p(x- f-t») 
quella di AN QC‘, e però 

<p(x+o) — <p(x) 

sarà l’area del quadrilatero M NQP. Cosi, per essere 
PQ=o,M P=f(x),NQ = f(x «) , 
le aree dei rettangoli MKQP, II N Q P saranno 

la seconda delle quali si può avere, cambiando nella 
prima la x in x -+- t>. 
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L’area del quadrilatero M N Q P dev’essere com- 
presa, almeno per u piccola, tra quelle dei due rettan- 
goli; adunque i valori di tp(x-*~o) — (f (x), quelli al- 
meno clic corrispondono a piccoli valori della si, debbono 
essere compresi fra i corrispondenti delle quantità 
of(x), of(x-*-o); 

c per conseguenza per l’es|)osto al $ i 27 si avrà 
ip'(x) — f(x); quindi sarà p (x) ~J f(.r) ri x ; 

cioè la richiesta arca sarà una primitiva della f(x) os- 
sia della y, e propriamente sarà quella, che si annullerà, 
quando la x sia eguale ad O C. 

Essendo (5 62) (jf(.r)— — , sarà <p'— /(x)x', cd anco 

'p— jf(x) x\ primitiva che si annulla col valore della 
variabile principale corrispondente alla x—OC. 

Per semplicità , e segnatamente per evitare una 
stucchevole ripetizione, in tutte le figure occorrenti, le 

linee, che saranno, denominate Ox, Oy, A Ti , 

A .)/, A C, OP, P.ìf, avranno significati analoghi a quel- 
li, che si sono alle medesime attribuiti nella presente 
proposizione; e si terranno le x, y per esprimere le 
OP, PM, e l’equazione yxxf (x) per quella della linea 

— AB — . 

181. La figura AMPC faccia una intera rotazione 
infoino la retta Ox\ essa genererà un corpo di rota- 
zione, il cui volume sarà evidentemente una funzione 
della x: si chiami esso f r (x). 

Insieme alla figura A 1 / PC rotino anco le MNQP, 
M K Q P, H N Q P: queste ultime due genereranno due 
cilindri retti, aventi entrambi per altezza P Q — «, e 
per basi l’uno il circolo di raggio .)/ P —J (x), e l’altro 
il circolo di raggio A Q — f(x -+- u). 
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Il volume ilei primo di questi cilindri sarà 
e quello dfll’altro o-stf(x-¥-o)‘ Ma il volumedel corpo 
generato dal quadrilatero M NQP è evidentemente 

f'(x-t-c)—/ (x), 

e dev’essere compreso tra quelli dei due cilindri, al- 
meno per valori d’ o piccoli; adunque per lo stesso pa- 
ragrafo 13 - avrassi 

r'(x)~!t f{x)'-. 

equazione la quale insegna, che la T r (x) è una funzione 
avente per derivata la rr e però, siccome il valore 
di V (x) corrispondente alla x~OCèzero, così la 
V(x) sarà propriamente quella primitiva particolare di 
srf(x ) 1 la quale si annullerà, quando sia x=z O C. 

I.a stessa F’ (x)-Htf(x) dà anco F' — rr /'(xj’x' 
ossia l r ~zt J f(x)‘ x J estesa convenientemente. 

182. Ora troviamo la funzione della x, la quale rap- 
presenta la lunghezza dell’arco A M (fig. 6). Chiamisi 
essa z(r). 

Si faccia Qp—QP, tirisi p t parallela alla QNT, 
la MT toccante la curva in M e la A 1 / in N-, indi, si 
tiri la M r parallela alla A’t, e la ME alla P Q: e le 
m T, m uN, m r, ni E siano i luoghi, ove cadono rispet- 
tivamente le MT, M v A’, M r, ME col fare insieme 
una mezza rotazione intorno la T E. 

Essendo MT-t-Tm^>M vA'-*- A’um^> Mr-h-rm ossia 

ìMT^>2 t/v A r ^> 2 .1/r, sarà 
Ai 7 ’>A/vA>A/r; 

cioè l’arco MvN, almeno per valori di P Q piccoli, 
sarà compieso tra le lunghezze delle rette M T, M r. 

Troviamo le espressioni delle lunghezze delle MT, 
Mr, M v N formate colla u. 
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Per essere tang. TME—f(x), si ha TK=uf(x)-, 
e però sarò 

f 7 T* —o-+-of(x)\ ossia HT~<jf(x), posto 

I /(« -*-/(■*)’) = mi- 
cosi, per essere la Tf r eguale alla N t, come parallele 
comprese fra parallele equidistanti , e la Nt rispetto al 
punto /V od alla ascissa x-v-o ciò, che ìaMTè pel punto 
M ossia per l’ascissa x, si avrà M r=rj(p(x-t-o). 

Ma la lunghezza dell’ ureo M v N è eguale eviden- 
temente ad 

s (x -h-o) — r (x) ; 

adunque per la relazione .)/ T^> Ifv M r, dovrà 
essere soddisfatta la seguente 

o qS (x) >» s (x «) — s (x) > o tp ( r -t- o) 

o la sua reciproca; e per tanto ($ 127) avrassi 

s’(x)=<p(x) ossia s'(x)—[/(i +f(x) , ) i 

cioè la derivata dell’arco r eguale alla radice quadrata 
di un binomio, avente per primo termine l’unità e per 
secondo termine il quadrato della derivata della ordi- 
nata corrispondente al termine variabile dell’arco stesso. 
Quindi la lunghezza dell’arco A \f sarà quella partico- 
lare primitiva della funzione / i+f’Jx)', che si annul- 
lerà colla x = O C. 

Dalla medesima eguaglianza j'(ar)zr J/( 1 r)M 
si ha anco la ($ 62) 

^ = 1/^1-+-^^ ossia la j'=l/(a.-' , -t-y), 

qualunque sia la variabile principale. 

i 85 .La curva A M faccia una intera rotazione intorno 
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l’asse Oli essa genererà una superficie di rotazione, la 
cui area sarà una funzione della ,r: si denomini essa S(x). 

Unitamente alla curva A M rotino anco le lince 
MvN,Num\ MT, Tm; l\fr,rm. Le MvN, 1 IT, Mr ge- 
nereranno tre superficie eguali rispettivamente a quelle 
generate dalle Nani, Tni,rnr, e però le aree delle su- 
perficie generate dalle linee spezzate composte , 1’ una 
dalle M T, Tm, l’altra dalle MvN, Num, e la terza 
dalle ]\lr, mi, saranno doppie rispettivamente di 
quelle generate dalle 

MT, MvN, Mr. 

Ma per un'assioma, la superficie generata dalla spezzata 
MvNuni, è compresa fra quelle generate dalle MTm, 
Vrm; adunque anco le generate dalle loro metà avranno 
analoga relazione; cioè l’area della superficie generata 
dalla MvN, sarà compresa almeno per piccoli valori 
dell o, tra le aree di quelle generate dalle 1/7’, Mr. 

Passo a trovare le espressioni di queste aree 
formate colla o. 

I,a superficie generata dalla retta M T, è la con- 
vessa del tronco di cono retto avente per lato M T e 
per basi i circoli, che hanno per raggi P M, Q 7’; per 
cui ha l’area eguale al prodotto 

M T x(M P Q 7) — M T ir (a M P-+-ET), 
e conscguentemente od 

o ■ <p(x) ■ arry-i-.T • o(p(x) ■ o f(x) , 

per essere MT—atf(x), ed ET~of(x), come si è 
veduto nel paragrafo antecedente. 

Così, la superficie generata dalla Mr, essendo 
anch’essa la convessa del tronco di cono retto avente 


% 
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per lato Mr, e per basi i circoli i cui raggi sono MP , 
Qr—MP-*-Er, avrà l’area eguale a il 

Mra(iMP-*-Er)\ 

e però, per essere Mr— t>(p(x- 4 -o), MP—y, ed 
Er~ of(x -+-o) , sarà eguale ad 

a ■ isry ■ (p (x -+- o ) -+- • 2 7 tp(x-*- o)f(x -ho). 

Similmente, per essere S(x] l’area della superficie 
generata dall’arco AM, sarà S (.r -+- o>) quella della 
generata dall ’AMN', e però 

»y(x- 4 -o) — S( x) 

sarà l’area di quella generata dal solo arco Mv N. 

Quindi dovendo essere la quantità S(x-h-o) — iS’(je) 
compresa , almeno pei piccoli valori della « , fra i cor- 
rispondenti delle due 

o • 2 iry (p (x) -+- o’ -a p (x)f(x ) , 
u ■ zny(p(x -+- w)-+- o’ ■ sr (p(x -+-i>)J y (x -+- a) , 
per lo stesso § 127 si avrà 
S'(x) — 2Xy<p(x) cioè S(x)=2ffjy^(i -+-y n )dx, 

ove la primitiva dev’essere la particolare, ebe si an- 
nulla colla x — OC • 

Se l’arco Mv N voltasse alla retta Q N--- la 

convessità, facendo pei punti e per le linee, che corrispon- 
dono alle ascisse x — o , x — 20, ciò che si è fatto pei 
punti e per le linee corrispondenti allex-+-t>,x-i-2«, si 
otterrebbero i medesimi risultamenti espostile però con 
essi si potrà trovare la lunghezza di una parte qualun- 
que di una linea qualsivoglia, e l’area della superficie 
di rotazione ordinaria generata da essa : però , quando 
Tom. I. 17 
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la linea abbia punti singolari, onde evitare gli equivoci, 
sarà tiene trovare queste due quantità separatamente per 
ogni sua parte aventi i termini in due prossimi di que- 
sti punti, fra i quali per la seconda converrà ritenervi 
anco i comuni alla linea ed all’asse delle x. 

Qui pure , per essere S'(x) — 2 3fyip{x) oss’a 

s f 

S'{x)Z 2 Xy*'(x),e d'altronde.?'^)::— ;, : si avrà 

■V' — ixy.i' ovvero S~ irr (yt 1 . 

184 . Col soccorso delle legole dimostrate nelle quat- 
tro proposizioni qui trattate, se ne possono con facilità 
dimostrare molte altre analoghe , senza ricorrere o ri- 
montare alle proposizioni generali : dimostreremo le 
seguenti, che occorrono in molte occasioni. 

Primieramente troveremo la derivata dell’area del 
settore tì A M ( fig- 7 )• 

Essendo AOM eguale ad AMPC più A OC 
meno MOP, ed AOC costante rispetto alla x, la deri- 
vata di A O 1( sarà eguale a quella di AMPC meno 
quella di 1/ P O, cioè sarà 

(.4 O M Y zzy — (\xyY ossia M O M)' —\(y — xy 1 ). 

Se poi la variabile principale, in vece di essere la 
x, fosse un’altra qualunque, avrebbesi per derivata 
dello stesso settore il binomio 

il yx'—y'x) 

ove le derivate si riportano alla variabile qualunque. 

i85.In secondo luogo, troveremo l'area del quadrila- 
tero A Mina (fig. 8), avente per lati le^ M , am, porzioni 
delle linee AB, ab qualsivogliono, e le rette Aa, Min ; 
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supposto date le funzioni della x , che rappresentano le 
rette P M, Mm, e quella che esprime l’angolo mMR 
fatto dalla Mm colla M t R parallela all’asse Ox. 

Si chiamino t, u le coordinate Op, prn ; z la retta 
Mm, a l’angolo mMR, e 7I l’area del quadrilate- 
ro A Mina, cioè la funzione richiesta. Per essere 
Op — OP — pP, pm~pR-*~ Rm, sarà t— x — scos.a, 
ed u—y-*-z sen.iz. 

La semplice ispezione della figura dà 

A Mma Dpma-\-mMPp — A MPC — a A CD-, 

e però, siccome quest’ equazione ha luogo, qualunque 
sia la x, cosi ($ 34 ) con essa sussisterà anco la seguente 

!p' = (Dpm„Y (m MPp)' — (A MP C)' : 

si è ommcsso il termine (a A CD)', perchè è zero , es- 
sendo aACD costante rispetto alla x. 

Dal paragrafo 180 si ha 

(AMPCf—y, (D p ma)' ~u t’ , 

e d’altronde 

mMPp — \(u^-y)(x — t)-, 

e però sarà 

i ((« -+-y) (•* — '))' —y- 

Si pongano in questa equazione i valori delle t, n, 
ed avrassi lu 

ip'zd{j--t-zscn.a)(x — 3cos.a)'-4-j((2y-+-zsen.a)zcos.ay— y 
ossia la 

(p'Aj+zsei\.a}{ i-s'cos.a4-Mt'sen.a)+(/+ -sen.a)(3'eos.(Z-:a'sen. 
+ (j/ + * z'sen. oc + £ 3 a’cos.a) z cos .a ~y , 
la quale, fatte che siano le moltiplicazioni c le rido- 
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rioni, dà la seguente semplicissima 

(p' — z (scn. a -t ~y cos. — 

Quest’ ultima espressione della derivata <p'(x), in- 
segna, che la (p area richiesta, è quella primitiva parti- 
colare della funzione 


s(sen.a-+-j^cos.a)-+- 3 s 

che si annulla colla x eguale alla OC. 

186. Onde si comprenda almeno in parte la fe- 
condità della presente proposizione , farò di essa i casi 
seguenti. 

La retta Mm sia normale della linea AB la cui 

I 

parte AM chiameremo f, e si avrà sen.aczz-, cos a.——,. 


e però <p' ~ ~ 


-y* 


ossia 


a 

(p 1 rru'+- a'. 

3 

Se in oltre fosse z costante, e però le curve AB, ab pa- 
rallele, avrehbesi immediatamente p~zs j s’ a. 

La Mm cada nel prolungamento della PM, ed 
avrassi a retto ed a' — o, e per tanto 

<pf ~z ossia <p—J zdx. 


La Mm cada nella toccante la curva A B in M , 
e si avrà a eguale all’angolo fatto dalla stessa toc- 
cante coll’ asse delle x preso negativamente, ossia 

I 


sen.< 


y i , , y" 

a — — e cos — -p-, ed a ~ — — e per con- 


seguenza sarà 

jz-. y-y * 

* “ s' 3 


.cioè <p'=—^z' 
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18^. In terzo luogo, troviamo il volume di quel 
corpo, che è generato dal quadrilatero A Wrna, facendo 
una intera rotazione intorno dell’asse Ox. Questo vo- 
lume si cltinmi P(x). 

Evidentemente V h eguale alla somma dei volumi 
dei corpi generati dalle figure ampD, mMPp, meno la 
somma dei volumi dei corpi generati dalle AM PC, 
a A CD; e però, essendo l’ultimo di questi corpi costante 
rispetto alla jr, la derivata di V sarà eguale a (5 181) 

3tu t' più ^ (( x — /)(«’-+- tiy-t-y'))' meno xy‘, 

che sono le derivate dei volumi dei corpi generati or- 
dinatamente dalle figure nntpD, MapP, A M PC. 
Sostituendo nella equazione 
V~ct u*t’ ■+■ J et(^(x — t) (y’ -4- uy -i- u‘)y ~ fty‘ 

in luogo delle t, u i loro valori esposti nel paragrafo 
antecedente, ed eseguite le derivate indicate, indi le 
moltiplicazioni tutte e le riduzioni, si ottiene 

V ' = n (2y z sen .a) z sen . a -t- 5» (iy -+- z sen .a) zy 1 cos . a 

~ 4 -!t(y-i- —■ sen.a) 3’ a', 
e conseguentemente sarà V eguale a quella primitiva di 


erfey-t-z sen.a)(sen.eM- i y , cos.ffl)3-t-5rz’( i y-+-* ssen. <*)«', 

che si annulla colla x eguale alla OC. 

Alla espressione , valore della V , ossia alla 
equivalente 

jrz(2x(sen.a+_yVos.a+ jza'l+zfsen.a+y'cos.a+ì za'Jsennt j, 
si può dare la forma seguente 


/ , , . z a / sen. a+v 

sr(z(sen a+y'cos.a^-a ) 


_sen.«4-y , cosa+ ’ za' 
cos.ow- \zo! 


i.aj. 
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Pel primo dei casi contemplati nella proposizione 

antecedente si ha sen.a~-^-, e cos.a— e però, 

s' s 

jier esso, sarò 

F'=s{*'+*rz)(y + l 1. 


ove l’r esprime il raggio del circolo osculatole della 
curva AB nel punto M. 

188. Ix equazioni ed espressioni si di quantitò ordi- 
narie che di derivate, trovate sino ad ora, sono formate 
con ordinate rettangole od almeno rettilinee ordinarie 
e derivate di esse; ora dirò , come si possono trovare le 
equazioni ed espressioni equivalenti , ma formate con 
altre coordinate qualunque esse siano, il che riescirà 
una applicazione dell'esposto ai paragrafi 62, 66. 

Si trovino i valori delle x, y, coordinate giò usa- 
te , formati colle nuove coordinate, che chiameremo 
t, u\ ed abbiasi 


x—<p(t, u), ed y=z$(t, u): 

si generalizzino le derivate nelle equazioni od espres- 
sioni trovate, indi si pongano nelle risultanti in luogo 
«Ielle x, y e loro derivate x', y, x", i rispet- 
tivi loro valori formati colle t, u , t', u', t", ; e si 

avranno le equazioni od espressioni richieste. 

Le t, u nuove coordinate siano le polari , cioè u 
esprima OM (fìg. 7) raggio vettore e t l’angolo MOy : 
evidentemente sarà 


(p(t, 11) ossia x~riscn./, e ip[t ; ti) ossia y~uco$.t; 


Digitìzed by Google 


ni CALCOLO SUBLIME 


26 3 

e però avransi 

x' —u' sen. t ut' cos. I, y'—n'cos.t — ut'sen.f, 
x?'—u" sen./-*- •xu' t' cos. / — ut" sen./-*- ut" co s.t, 
y"~u" cos. t — 2 u' t' sen .t — ut" cos. / — ut" sen. t. 


Sostituendo i valori delle x', y, qui trovati , nel 
binomio x M -* - y", si ottiene «'*-+- «*/'*; e però ($182) 
sarà a'— ^(u"-+- u‘t '*), e conseguentemente 

S(u)=v(x+u‘t’M‘), 

Così, sostituendo i vaioli delle x, y, x ', y nel bi- 
nomio x'y — xy J si ha, dopo alcune facili riduzioni, il 
monomio u t' ; e per tanto la derivata del settore 
AOM& 1 84) sarà 


ed ì , se la variabile principale sarà t. 

Similmente, per essere la tangente dell’ nugolo 
compreso dal raggio vettore u e dalla toccante eguale 
oc* v jr v* 

ad — —. , essa formata colle coordinate iiolari 

xx’+yy' 

, ut' . /' 

sarà -r ossia u — . 

u u' u 


In ultimo, sostituiscami nella espressione 


yr 

x'y'-y'x ■ ' 


(55 64, 1 74) ■ valori delle xf , y', x", y'i e si of*errà , 
bitte le riduzioni, la seguente 


» 

u(t' u " — u' l") — ’ 


la quale rappresenta la grandezza del raggio di curva- 
tura corrispondente alle coordinate polari t, u. 



LEZIONI 


af>4 

Nei casi di t'—i, o di u'~ i, quest’ultima espres- 
sione riduccsi alle seguenti 

(u'{ty-+-u‘Y (i-+-mV(u) j ) t 

u u"( t) — u‘ — aii'j/) 1 ’ n t "(u) -+- ( a -+- u‘t '( u)‘ ) t'(u )' 

Così, denominata u la perpendicolare condotta 
dalla origine delle coordinate alla toccante, si ha 

evidentemente u~( — x\ ^~r , ossia u rz - — ; 

\y ) s ' ' J 

y» 

e però sarà u'(x )~ — — f j (x-t-jry). D’altronde bassi 
x-t -yy 1 ~ \ («’)'; quindi sarà 


di7_ 

v 


(x +?/)/’ 


ossia 


(u’Y _ s^_ 

Ty~~ f’ 


s’* 

c per tanto, siccome ;p ^ esprime il raggio di curva- 
tura cioè c, così avrassi 
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Delle sviluppate ordinarie delle linee piane. 

189. Cominccrò a dimostrare, che le rette tangenti 
la linea luogo geometrico dei centri dei circoli oscu- 
latori di una curva piana qualunque sono normali di 
questa medesima curva. 

Esprimano P, Q le coordinate della retta tangente 
la curva luogo dei centri nel punto corrispondente alle 
coordinate a, b usate nel paragrafo 1^4 j e l’ equazione 
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della retta medesima sarà 
Q-b=(P-a)(j~) ossia Q-b = (P-a)~ t 
ove le b', a' indicano le derivate rispetto alla x. 

Essendo ($i 7 4 ) a=x-^ rf (i+y’), ò=r+*p( '+/*). 

si ha «'=— ^V-pi(i+/))/. e 

b>=5y ~y U'+s’Y> 

e però sarà a' ~ — yb 1 , et! anco — — — 

Sostituiscansi nella equazione della toccante, ul- 

y 

tima esposta , i valori delle a , b, — qui trovati ; e si 
avrà la seguente 

la quale facilmente si riduce alla 

(Q—y)y , -+-P — x ~°> 

che rappresenta anco , come si vede , la normale della 
curva espressa colla equazione y~ f(x) nel punto ove 
ad essa è osculatore il circolo , al cui centro corrispon- 
dono le stesse coordinate a, b. 

190. Passo a dimostrare che , la derivata di 

cioè del raggio di curvatura della curva espressa dalla 
equazione y~J\x), è identica alla derivata della lun- 
ghezza del corrispondente arco della curva luogo dei 
centri : questo arco per semplicità chiamisi i. 
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Dal J 182 si ha l' — J/(a'’-+- b’’), e dall’antece- 
dente a'~— y'b'; e pciò sarà 4’ — — b' • ^(t~*-y") 

(S > 3 «)- 

Ma per essere 

c=-p-,( l+ .r'“f ljassi c =- (3/ -yrr('+y‘))V( ,+ y’)’ 

cioè c , ~— b' ^(i-t-y’’); adunque sarà c'—i’: appunto 
come si è detto. 

Essendo c’—i', si ha c~£ -t-cost. ; e però, se C 
fosse il valore di c corrispondente a 4— o, cioè al p ri il- 
ei j io dell’arco 4, avrebbesi cust.~C , e conseguente- 
mente c ~ i -+- C. 

I.a traccia A lì (fig. 9) esprima la curva della 
equazione y ~f(x), c la ah il luogo dei centri dei suoi 
circoli osculatori. Così le rette l/m, A a esprimano i 

raggi di curvatura della --•AI) corrispondenti 

ai punti A, )/. Per la prima delle due proprietà dianzi 

dimostrate , le rette - ' — .1/ rn — - , A n 

saranno toccanti la curva ak - -- nei punti a, ni; 

e per la seconda, ammesso a il primo termine dell’ar- 
co 4 , sarà 1 fin eguale ad am più a 4 . 

Da queste ultime due proprietà risulta, che, se 
alla curva - - - zr//i - - - si avvolgesse un filo kinaA, 
il quale avesse la parte kma adagiata alla curva 

am - - - , e l’altra , a A, tesa e perciò rettilinea e 

tangente ili a la stessa curva am---, facendone 

scorrere l’estremità A verso M, in maniera clic il filo si 
conservasse sempre teso, questa medesima estremità mo- 
bile A, descriverebbe la linea A M - - - : proprietà 

interessante per la stereotoinia segnatamente, ed anco 
per altri rami si della pratica che della teorica. 

Ogni curva, che abbia rispetto ad un'altra, que- 
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st’ ultima proprietà esposta per la amk , ai 

chiama sviluppata od evoluta dell’altra , e quest’ altra 
chiamasi sviluppante od evolvente della prima. E par- 
ticolarmente quella sviluppata di una curva piana, che 
è il luogo geometrico dei centri dei suoi circoli oscula- 
tori, dicesi sviluppata ordinaria. 

Furono considerate le sviluppate delle curve già 
sviluppate esse medesime, ma io credo di non occupar- 
mene. 

LEZIONE V. 

Dei contatti di linee qualsivngliano , delle misure ed 
inflessioni di esse, e di altre relative indagini. 

iqi. Le x, y, z rappresentino le coordinate di un 
punto qualunque di una linea , la quale sia data dalle 
due equazioni y =/(x), z — ip(x). 

Così, le p, q, r siano le analoghe coordinate di 
un’altra linea riportata agli stessi tre assi, ni quali è 
liportata la prima, c 

q = 'P(p), r~ F{]>) 
siano le sue equazioni. 

Se i valori delle funzioni 

/(x), rp(x),f(x), <p'(x),f'(x), 0"(x),---/ l " ) (x)> 

corrispondenti alla stessa ordinata x particolare, sa- 
ranno eguali ordinatnmente ai valori delle 

yW. F(p), r{p)>F ri {p), — ^(p), F<» 

corrispondenti a p eguale alla stessa x particolare, si 
dirà , che le due linee avranno un contatto deli ordine 
n esimo nel punto corrispondente alla stessa ordinata x 
particolare. 
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Da questa definizione risulta , che, se le due linee 
rappresentate colle equazioni y — f(x), q~\J{p) , e 
quelle rappresentate colle zr=gf(x), r~F(p) avranno 
nei punti corrispondenti alla stessa ordinata x parti- 
colare un contatto dell’ordine n esimo, aneo le due 
linee esistenti nello spazio e le cui proiezioni sono 
rappresentate colle 

y — f(x), z='p(x); q=t/,(p), r~ F(p) 

avranno nel punto corrispondente alla stessa ordinata 
x particolare un contatto dell’ordine n esimo. Dimo- 
doché, si potrà sempre trovare una linea , che abbia 
con una data in un punto qualunque di essa un con- 
tatto dell’ordine n esimo, quando essa appartenga ad 
una famiglia, nelle cui equazioni vi siano a/i-r-a 
costanti determinabili in modo, di soddisfare le a(«-+-i) 
equazioni, necessarie, affinchè le loro projezioni ab- 
biano colle corrispondenti della data contatti dell’ or- 
dine n esimo. 

Di fatto, la linea data sia quella rappresentata 
colle equazioni y~f(x), z'~f(x)‘, e la famiglia di 
quella, che deve avere colla data un contatto dell’or- 
dine n esimo, sia rappresentata colle equazioni 

q — rp(p, a, b,c, ), r~F(p, a, b, c, ) 

ove le a, b, c, --- esprimono le a(n-r-i) costanti 
arbitrarie. 

Si formino le equazioni 

/(x) -ip(x, a, b, c, - - -), (p(x) - F(x, a, b, c , ---); 
f(x) zip’(x), <p'(x) = F'(x);/"(x)= y-"(x), <?’(*) =F"(x);~ - 
; / ,m (xW< a '(x), 0 <n) (x)zF <B) (x)i 


Digitized by Google 


DI CALCOLO SUBLIME 269 

si cavino (la esse i valori delle a(n-t-i) costanti 
a, b, e, - - - contenute in esse medesime ; pongansi 
questi valori nelle equazioni 

7 = </(/>, a, b, c, ), r—F(p, a, b, c, ), 

ed otterransi quelle della linea, clic avrà colla data, nel 
punto corrispondente alla ordinata x, un contatto del- 
l’ordine n esimo, cioè la richiesta. 

ipa. Qui sopra si è supposto, che le equazioni di 
quella famiglia di lince alla quale deve appartenere la 
richiesta, fossero quelle delle due sue projezinni in due 
piani coordinati, e sciolte anco rispetto alle q, r; ora 
vediamo , come si potrà soddisfare la stessa ricerca , 
quando le equazioni della famiglia, alla quale deve ap- 
partenere la linea richiesta, siano della l'orma seguente 

VH p > q,r, a, b, c, )=o, F(p,q,r,a, b,c, ) = o, 

senza scioglierle preventivamente rispetto alle q, r. 

Si formino di queste due equazioni le derivate 
esatte rispetto alla p degli ordini primo, secondo, 
n esimo, avendo di mira, che le q, r sono due funzioni 
della p; e si pongano tanto in esse due, quanto in tutte 
queste loro derivate, in vece delle p, q, r, q'(p), r'(p), 
q"(p ), — - q im (p) , r‘*'(p) ordinatamente le x, y, z, 

y, z', y", y im , z ( "> corri spondenti al punto di 

contatto ossia alla x particolare; e si avranno a(n-+-i) 

equazioni tra le stesse x,y, z ,y, z',y, y m , z <n) c 

le 3(114-1) costanti. Queste equazioni, che debbono 
essere soddisfatte, perchè le x, y, z, y, zf, y, — - 
y <m , z (ln sono i valori delle p, q, r, q'(p ), r*(p), q"(p ), 
— - 7 <m (p)j ^(p), sciolte rispetto alle a(/z-+-i) co- 
stanti, daranno quei loro valori, che sostituiti nelle 
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due equazioni 

V T ' (p, q, r, a, b, c, )=ro, F(p , <7, r, a, h, c, }=o 

somministreranno le particolari di quella linea, che 
avrà un contatto dell’ordine n esimo colla data. 

Le ultime equazioni , le quali danno i valori ri- 
chiesti delle costanti , si potranno anco avere col me- 
todo seguente, il quale pel maggior numero dei casi 
riesce molto più semplice dell’esposto. 

Nelle due equazioni 

V (/’> </> r, a, b, ) — o, F(j>, ,/, r, a, b, ) = o 

si cangino le p, q, r imiuediatamente nelle x, y. z; si 
formino delle risultanti 

y'(x, y, z, a, b, )=o, F(x,y, s, a, b, )=o 

le derivate esatte rispetto alla x degli ordini primo, 
secondo, - - - n esimo, trattando le y, z come fun- 
zioni della x; indi si intenda tanto in queste equazioni 

alle derivate quanto nelle due ^(x, y, z, a, b, ) — o, 

F(x, y, z, a, b, ) — o, che le x, y, z, / , z', y ', 

z lm siano le particolari e corrispondenti al 
punto di contatto; cd avransi le a (/* — 1— 1) equazioni ri- 
chieste, quelle cioè dalle quali si dovranno desumere 
gli occorrenti valori delle costanti. 

Dall’esposto risulta, che si potrà trovare una ret- 
ta, che nbhia con una curva qualunque in un punto 
qualsivoglia di essa un contatto di primi ordine, una 
circonferenza che abbia un contatto del second’ ordi- 
ne, - - - , essendovi nelle equazioni delle rette quattro 

costanti, in quelle delle circonferenze sei costanti, 

determinabili, perchè sicno soddisfatte le condizioni 
necessarie per questi contatti. 
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195. Primo di fare qualche esempio, dimostrerò la 
seguente proposizione, la quale rende la teorica dei 
contatti sommamente interessante. 

Se di tre linee aventi un punto comune, la se- 
conda avrà colla prima in questo punto medesimo un 
contatto di un certo ordine, e la terza avrà colla prima 
medesima o il solo punto comune ovvero un contai to 
di un ordine minore di quello della seconda , le parti 
di questa, almeno le prossime al punto comune, si nt^ 
costeranno alle corri spondeu ti della prima più delle 
analoghe della terza. 

Le equazioni delle tre linee siano 

j-=f(x),z=<p(x); 7 —tjip), r~F(p)', n~^): 

le x, p, s, le 9-, 7, t, c le z, r, u esprimono coordinate 
fra loro parallele e rettangole. 

L’ordinata parallela alle x, p, t e corrispondente 
al punto comune, chiamisi x particolare; e così in 
esprima l' ordine del contatto tra la seconda linea c la 
prima, ed n quello tra la terza e la prima stessa. 

I.e ordinate parallele alle y, z di quei punti delle 
tre linee ai quali , jicl verso della x, corrisponde l’x 
particolare più o quantità indeterminata, saranno 

f(x~ho), q i(x-t-o); y(.r-t-w), F(x-wj); 1 {x-+-<j), 

e però il quadrato della distanza fra il punto della 
prima linea e quello della seconda corrispondenti en- 
trambi alla ordinati! ar-t-« sarà 

( F(x + o) - ^(.r + 0))*+ + °) ~.f( x + °)y ossia 

t -/* (f -.n <■> * w -.n 7 + (V" -f") 

( F-(p+(F'-p')u+(F"- <p")^ + ( F'"~ tp'") ~ + ecc.) J , 
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ed il quadrato della distanza tra il medesimo punto 
della prima linea e l’analogo della seconda sarà 

(4(x + &>) — /(x +«))’+ (5. (x +o) — , p(x+ «)) ovvero 

(Ì -/+ (i'-f)o + 7 + ecc.)* + 

(51— <p + QJ — 5 ?) » + (51"— 0") ^ + p.'"— gT") ^ + ecc.)\ 

Sviluppando le potenze indicate nelle espressioni 
qui esposte delle due distanze di cui si parla , ed osser- 
vando, clie si hanno le equazioni 

v=/> F-<P> V-f', F’=<pr, y&"=/", - - - *w=/w, /’<'»>= f - » 

5L‘« = jf»\ 

facilmente trovasi la prima eguale ad un polinomio 
della forma 

Ju inhi, -^Bu im+3 -+- C«’" l+ ^-»-ece., 
e la seconda eguale ad uno della forma 

//t)* ,l + a -4-/o) a ' I +3-4- À'« >B+ 4-f-ecc. : 
in questi polinoinj 1 e A, li, C, //, /, À’, non con- 

tengono la a. Ma per ipotesi è w}>n; adunque i valori 
del primo di questi due polinomi, se non tutti, almeno 
quelli corrispondenti a valori dell’» prossimi allo sero, 
saranno (§ 1 5 a) minori dei corrispondenti del secondo; 
o ciò che significa lo stesso, le parti della seconda linea, 
se uon tutte, almeno quelle contigue al punto comune, 
si accosteranno alle corrispondenti della prima più delle 
analoghe della terza : appunto come si è dichiarato. 

iq 4 - Passo ad esporre alcuni eseinpj ; e comincio a 
trovare quella retta, che ha colla curva espressa colle 
oquuzioni y—f (x), z~$ (x) un punto di contatto, ove 
corrisponde l’ ordinata x particolare. 
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Per questo esempio, si lia 

$ (p, q, r> a, b, )—q—ap — b — o, 

ed F(p, q,r,a,b, ) — r — c p — d~o. 

Cambiando le p,q,r nei simboli x,y,z, si hanno 
le due equazioni 

. y — ax — b — o, z — ex — d~ o, 

le cui derivate prime esatte sono j ' 7 — a— o, z' — erro; 
e però, ritenuto die le x,y,z,y,zf siano ora quelle della 
curva data, cioè della espressa colle equazioni y—J(x), 
z — (p(x),e corrispondenti al punto della ordinata x 
particolare, i parametri richiesti, saranno quelli, che 
soddisferanno le quattro equazioni seguenti 
y — ax— b—o, z — ex — d~ :o,y — arro, z' — erro, 
le quali visibilmente danno 

a—y, bzzzy — xy, c~z ! , d—z — xs 7 , 

dove le y, z' esprimono ìeflx), <p'(x). 

Quindi la retta richiesta sarà quella rappresentata 
colle equazioni 

qz=y p-t-y — xy, r—z'p-^z — xt! 
ossia dalle 

q—f{x)—(p—x\f(x), r—$(x)=(p— x)f(x). 

Questa è la retta, fra le moltissime passanti per lo 
stesso punto della curva, che ha le sue parti contigue 
al punto comune ($ ig5), le quali si accostano alle cor- 
rispondenti della curva più delle analoghe parti di ogni 
altra di esse. Ed è per questa sua proprietà, che si chia- 
ma toccante o tangente della curva nel punto in co- 
mune con essa. 

Tom. 1. 18 
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Se le derivate fossero prese per risotto ad uqa va- 
riabile qualsivoglia t, le equazioni della toccante sareb- 
bero 

(q—y)x’~(p — x)y, (r — z)x'z=.(p—x) s', 

yf 5 ' 

per essere /'(jr) =^> , e $f'(x) = -p. 

i q5. Troviamo l’equazione del piano normale la curva 
nel punto corrispondente alla x particolare ; cioè tro- 
viamo 1’ equazione di quel piano, che passa per questo 
punto, ed è perpendicolare alla retta tangente la curva 
in questo punto medesimo. 

11 piano sia rappresentato dalla equazione 
P*+* A Q -4- B R -4- C — o, 

ove A- B, C esprimono i suoi parametri, e le P, Q, R le 
sue coordinate rettangole e rispettivamente parallele 
alle x,y, z della curva. 

Dovendo questo piano essere perpendicolare alla 
tangente, le cui equazioni sono 

q*-y = (p — x)y', r—z — (p — x) r\ 
i suoi parametri dovranno soddisfare le due equazioni 



le quali danno A ~y, e dovendo esso passare 

pel punto, al quale corrispondono le coordinate x,y, z, 
i medesimi parametri dovranno soddisfare anco la equa- 
zione 

x-*-Ay-+-Bz-t-C=o, la quale dà C— — .r — yy 1 — **'. 
Quindi l’ equazione del piano normale sarà 

P -4- Qy-+- R *' — x — yy — * z'— a , ossia 
P — *-4-(Q — — *) z'—o. 
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19 6. Una curva situata nello spazio, abbia per proje- 
zione ortogonale nel piano^-Oxla traccia A MB (fig. io): 
sia A la projezione di un suo punto individuato, ed M 
quella di un suo puntò qualunque; e si chiamino x,y, 5 
le coordinate rettangole di questo punto. 

Chiamisi s la lunghezza dell’arco A M, <p quella 
dell’arco della curva, che ha lo . stesso AM per proiezio- 
ne; $ ed s saranno evidentemente funzioni della OP — r 

Troviamo quella funzione della x , che è la deri- 
vata della <p(x), supposto conosciute quelle , che sono 
i valori delle y, z ossia le equazioni della linea situata 
nello spazio. 

Si immagini il quadrilatero mistilineo avente per 
lati gf, z, MA — t , e quella ordinata parallela all’asse 
delle z , che corrisponde al punto A ; e suppongasi esso 
spiegato in un piano passante per una retta A ni - - - e 
perpendicolare aWìyOx, senza cambiare posto al suo 
ultimo lato; indi gli si faccia fare un quarto di rotazione 
intorno alla Am , e cada nel YanmA. 

Evidentemente sarà A m~ A M ~s, rn n~z, ed 

anzi ~(p é , e però, riferita la curva anb alle rette A a , 

Am scelte per assi delle coordinate Am—s,mn~z, 

si avrà 

<?(*) — V( S '( X Y~*~ (S i8a). 

Ma essendo s — Am~AM, pel paragrafo stesso, si ha 
x'(x) 1 1 ; adunque sarà' 

<p'(x) = l/( I - 4 - y (x)* -+- z'(x)*). 

Sostituendo in questuiti ina equazione in luogo delle 

derivate gi'(x), y'(x), z'(x) i loro valoi * “}> ~p> ~i> ^ ass * 
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la quale mostra, che la derivata dell’ arco <p eguaglia 
la radice quadrata della somma dei quadrati delle 
derivate delle coordinate corrispondenti al termine va- 
riabile dell’ arco stesso. 

Siccome il quadrilatero mistilineo e gobbo, che ha 
fra suoi lati le s, z. <p, è equivalente all’un mA\ così la 
derivata rispetto alla x dell’alea del medesimo sarà 
(5 180) il prodotto della mn per la derivata rispetto alla 
x della Am, cioè zs'(x), ovvero sarà z|/(i-+-y'(x)’). 

Possiamo per tanto concludere, che l’arco (f , e 
l’area del quadrilatero anzidetto, saranno quelle fra 
le primitive 

SV { 1 *'(•*)’) àx, S z Vi x -KrW) d * . 

, I 

le quali si annulleranno colla X— OC. 

197. Essendo <p’’ x 1 '-*- y‘-t- sf‘, si ha 

h- (y-s-v*) -+- c r"-*-*'*); 

e però , stante cbè le x’‘-\~y‘, z’\ z*’ sono 

i quadrati delle derivate degli archi , proiezioni del <f 
sui piani coordinati ; così, la somma dei quadrati delle 
derivate delle tre projezioni dell’arco di una linea si- 
tuata comunque nello spazio, eguaglia il doppio del 
quadrato della derivata doli’ arco medesimo. 

198. Troviamo gli angoli che la retta toccante di 
una curva qualunque fa coi tre assi delle coordinate 
rettangole. 

. Siccome la toccante è quella retta , che è rappre- 
sentata dalle due equazioni 

q=y p-**f — xy, rn'p+.j-jci'; 
così i coseui degli angoli fatti da essa cogli assi ortogo- 
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nali «Ielle coordinate x, y, $ saranno rispettivamente 
« y'(x) z’(x) 

i/(,v(*)* +E W)v( « +/(-r) > +s , (^) r ) ’ i/( « +/( ar )’ +s '(J c )' ) 


ovvero 


1 y{x) z'fx) x> y tf 

WY ¥&)’ WY 


supposto le derivate prese per rispetto a qualunque 
variabile. 

199. Per secondo esempio , troverò le circonferenze, 
cbe hanno con una linea qualsivoglia ma data un con- 
tatto di'primo ordine, e quella che ha un contatto di 
second’ordine; e comincerò dalle prime. 

Le coordinate rettangole di un punto qualunque 
di una circonferenza siano espresse colle p, q, r; e sup- 
pongasi essa rappresentata dalla sussistenza delle due 
equazioni 

(p — a)’+ (q - b)' + (r- o, p-a+m(q-b)+ n(r- c) ~ o; 


ove le a, b, c esprimano le coordinate del suo centro, 
d il raggio , ed m, n le tangenti degli angoli fatti cogli 
assi delle p,q da quelle tracce del suo piano, che sono 
nei piani coordinati delle p, q-, p, r. 

Cambiando le p, q, r nelle x,y, z, si hanno le 


(x-ay+(y-by+(z-cy-cr~o, x-a+m(y-b)+n(x-c)zxo 

le cui derivate esatte del prim’ordine sono . 

x — — b)y-+-(z — r) z'xzo, 1-4 -my~*-nzf—o: 

e supposto, che la x sia la particolare e le y, z, y, z' i 
corrispondenti valori delle f(x), <$(x), f(x), <p'(x), la 
circonferenza avrà colla curva un contatto di primo 
ordine, purché i parametri a, b,c,d,m, n sodili sfacci no 
le quattro equazioni qui esposte. 



2-8 Utzi&m 

Per tanto , determinando quattro di questi para- 
metri, fra i «piali vi dovrà essere o i.:\ ovvero Vn onde 
soddisfare la quarta equazione, e sostituendo i valori 
eosì determinati , nelle due equazioni supposte tra le 
». q, r, aviti il si le rappresentanti le circonferenze aventi 
colla curva data un contatto di primo ordine. 

I valori dei quattro parametri determinati saranno 
formati colle j, y, z,y', z' e cogli altri due parametri, 
i quali rimangono affatto arbitrari , per cui moltissi.ne 
sono le circonferenze, clie possono avere un contatto 
ili priui’ ordine colla data linea. 

Se si individuassero i due parametri rimasti arbi- 
trarj, i valori corrispondenti degli altri quattro, sare'.v 
Itero quelli- competenti alla circonferenza, fra le moltis- 
sime aventi i medesimi due parametri individuati , la 
quale avieblte le sue parti contigue al punto in comune 
colla linea qualunque, che si accosterebbero alle cor- 
rispondenti di questa linea più delle analoghe parti di 
un’altra qualsivoglia di esse circonferenze: è per questa 
proprietà, che la circonferenza, cosi determinata, come 
ogni altra che abbia un contatto di prim' ordine colla 
linea data, si chiama tangente o toccante la stessa 
linea data. 

■200. Qualunque sia la circonferenza tangente d> una 
linea in un punto, al suo centro corrispondono coor- 
dinate a, b, c, che soddisfanno l’equazione 

X — a-+-(y—b)y'-+-(z—c)z'= o, 

la quale si può ottenere visibilmente, cambiando in 
a, b, c le P, Q, R contenute nella equazione (§195) 
del piano normale la stessa linea data; e per tanto, i 
centri di tutte le circonferenze , che sono tangenti in 
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un medesimo punto ad una linea qualunque, sono nel 
piano normale la linea stessa nel punto di contatto. 

Anzi siccome i valori delle q , r , desunti dalle 
equazioni della retta tangente la curva nel punto, ove 
è tangente la presente circonferenza, sono 

y-*-(p—x)y, z-*-(p — x)z', 

i quali sostituiti nella 

p — a-t -(q — b)m-\- n(r — c)~o 

la riducono alla seguente 

x — a-*-m (y — n (z — c)~+-(i-¥-my , ~\-nz')(p— x)zzo, 

che per la seconda e quarta delle quattro sopra esposte 
è soddisfatta , qualunque sia la p ; cosi il piano di ogni 
circonferenza tangente di una curva passa per la retta 
toccante la curva medesima nello stesso punto. 

Questa proprietà è significata anco dalla sola equa* 
zione quarta anzi citata; giacche essa esprime evidente- 
mente, che il piano rappresentalo dalla equazione 

p — x-+-m(q — y)-*-n(r — s)— o 

è perpendicolare a quello rappresentato dalla 

P — x-+-(Q —y)y’-+-(R — z)z'—o > 

che è il normale la curva stessa nel punto di contatto 
delle circonferenze. 

ao i . Passo ora a parlare di quella circonferenza, che 
ha colla curva data nel punto corrispondente all’ordi- 
nata x particolare un contatto di second’ordine. Per 
questa circonferenza i parametri a,b,c,d,m,n debbono 
soddisfare oltre le quattro equazioni usate nel para- 
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grafo antecedente, anco le due seguenti 

i-t-y'-t- z'*-4- (y— b)y"-+- (z — c) z"~o, my"-+-rz"=L<ì, 

che sono le derivate seconde esatte delle due prime, 
fatto il cambiamento delle x, y, z, y*, a', y", z" qual- 
sivogliono nelle particolari corrispondenti al punto di 
contatto. Vale a dire, per la circonferenza, che deve 
avere un contatto di sccond’ordine, i parametri debbono 
soddisfare le sei equazioni seguenti 
(x-<j)*+ ly-b)’+ (z-c)'-d’—o, x-n+m (y-b) 4- n (s-c)rro, 
x-a+(y-i)y'+(a-c) z'iz», i+m/+iii’z:o, 

i +y l ’+z , '+{y-b)y , '+(zr-c}z"—o, my"+ n z"~a. 

La quarta e la sesta combinate danno 

*" _ y" 

m —z'y"—y'z"' n ~ zy—yz" ' 

la seconda, terza e quinta danno 

___ _ («/-mz'Hi-f.yVs'*) 

(«-*')/'— (m-y)z' 1 * 

i . (n — z , )(i-*-y , -*-z , ‘) 

7 (n~z')y-(m-y)z"' 

(m— y)(i-4-y / ‘-f-z / ‘) 

— “ ( n -z')y-(m-y)z"’ 

e posti per m,n i loro valori, e fatte alcune ridu- 
zioni, si ba 

„ — x (t-*-y' , -+-*r)(y'y"-+-z'z") 
y-f- *"*-+- (zy'-y*")*’ 

. {i+y-+-z")(yyzy-yz")z>) ■ 

/'*-+- z" a -4-( s y'—y*'')* 

. (.-v-y*-4-z'*)(z"-(zy'-yz'v) 

c - y ,a -+- (z'y — y s")* • 
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In ultimo sostituiti questi valori delle e, b, c nella 
prima delle medesime sei equazioni , dopo alcune ri- 
duzioni , si trova ' 

J _ (,+y+o 5 

l/(r" l -+- W—y =")■)' 

Osservando , ‘ che i -+- y'‘ -t- z'‘~ s'* , e però 
yy 1 - 4 - z! z" — ■*' s", ai valori delle a, b, c, d si pos- 
sono dare le forme seguenti 


s's" 

a — x ~y'‘+3r— 

s'z"— zV' 

c — z yr‘+ z "‘—s"‘ 


s', b=y - 1 


s'y'— ys" 

' y s"‘' 


S*‘ 

l /{y" i +z"'—s" , y 


la s esprime qui l’ arco della curva qualunque , cioè la 
stessa <p usata nel $ 196. Dalle cose esposte risulta, che, 
fra le moltissime circonferenze, passanti per un mede- 
simo punto di una data curva, ve ne sono molte, che 
hanno un contatto di prim’ctrdine; ma una sola, la quale 
abbia un contatto di second’ ordine, questa , che è l’ul- 
tima determinata, avrà le sue parti, almeno le contigue 
al punto comune (5 193), che si accosteranno alle cor- 
rispondenti della curva data più delle analoghe parti 
di ogni altra; e per tanto è dessa quella circonferenza, 
la cui uniforme inflessione od incurvatura differisce 
dalla incurvatura della curva nel punto di contatto 
meno di quella di qualunque altra circonferenza; ed è 
per questo, e per la facilità d’immaginarsi la uniforme 
incurvatura di essa , che si ritiene conosciuta la infles- 
sione od incurvatura di una data curva iu un suo pun- 
to , allorché siasi determinato il raggio della circonfe- 
renza avente in questo punto colla curva stessa un con- 
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tatto di second’ ordine , quantunque tale incurvatura 
potrebbesi argomentare, e con maggiore approssimazio- 
ne, da quella di altra curva, che avesse in tal punto 
colla data stessa un contatto d’ordine superiore al se- 
condo. 

Questa circonferenza chiamasi osculatrice , il cir- 
colo del quale essa è contorno osculatore , ed il raggio 
suo si chiama raggio di curvatura della curva. 

La circonferenza osculatrice, essendo una delle 
molte, che sono tangenti la curva, sarà in un piano pas- 
sante per la retta tangente la curva nel medesimo punto 
di contatto di essa, ed avrà il centro nel piano normale 
nel medesimo punto di osculazione. 

202. Sostituendo nelle due equazioni 

(p — «)"-+- (7 — £)’-+-(r — r)* — (T— o, 
p — a - 4 - rn (q — b) h- n (r — r) “ o 

in luogo delle a,b,c,d,m,n i rispettivi loro valori tro- 
vati , si avrebbero le particolari equazioni .della circon- 
ferenza osculatrice. Fatte effettivamente queste sostitu- 
zioni nella seconda di tali equazioni si ottiene la 

-y'Ly?' ( r ~ *)=«. 

la quale rappresenta una proprietà delle p, q, r coordi- 
nate di un punto qualunque della circonferenza oscula- 
trice; e però, siccome è un solo il piano, clic possa pas- 
sare per una circonferenza , così la equazione del piano 
del circolo osculatore, cioè di quel piano nel quale esso 
circolo esiste, sarà 

P— x *■ t y'__y z " z y—y z »{ R ~ z ) = °> 
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ovvero 


«/"-/*"! -/'(.l- z) = o , 


ove le P, (), 7? esprimono qui le coordinate di un punto 
qualunque del piano del circolo osculatole, e sono ana- 
loghe alle p,q,r. 

2o3. La retta che passa pel centro del circolo oscu- 
latore e pel punto di osculazione, la quale chiamasi nor- 
male ordinaria della curva, cioè la retta che passa pei 
punti corrispondenti alle coordinate a,b,c, x,y,z riesce 
tangente la linea luogo dei centri dei circoli osculatori 
unicamente, quando la curva data sia piana. 

Siccome questa rettp passa per quel punto della 
curva luogo dei centri, al quale corrispondono le coor- 
dinate a, b, c ( 5 201 ); così essa cadrà nella tangente 
della curva in questo punto medesimo, se le sue proje- 
zioni ordinarie faranno cogli assi delle coordinate angoli 
eguali a quelli fatti cogli stessi assi da questa medesima 
tangente. 

Le coordinate di un punto qualunque della retta 
di cui si parla, cioè di quella che passa pei punti cor- 
rispondenti alle coordinate x,y,z\ ei,b,c anzidetto, si 
chiamino a,@,y, e si ritengano le a, b,c per indicare 
quelle della curva dei centri. 

Il parallelismo delle anzidetto projezioni avrà luo- 
go, se le 


(s)’@) “™ m “ 'e™ 11 oiie (.£)•(£)’ 

ossia se avranno luogo le due equazioni 
\da)—ar\da)—a'’ 

ove le a'fb'jc' esprimono le derivato prese rispetto allax. 



LEZIONI 


a«4 

La medesima retta , esistendo nel piano normale 
della curva ed in quello del circolo osculatore , si può 
rappresentare colle equazioni 

a- x+y (P-y)+(f-z) z'~ o, a - x + m (p -y)+ n {y - *) = o, 


*" y t . 

ove m,n espnmono jyTZ.yjn — ~y,_y g „ valori 

trovati nel $ aoi, c la X una quantità costante rispetto 
alle coordinate 

La seconda di queste due equazioni dà la 
che rappresenta una proprietà ‘delle 


Siccome i valori delle a, b, c (§ 20 1 ) si sono desunti 
dalle equazioni seconda, terza, e quinta; così la curva, 
luogo geometrico dei centri dei circoli osculatori, si 
potrà ritenere rappresentata con queste medesime tre 
equazioni, che sono 


x - a + (y - b)y+ (z - c) t'z o , x - a + m (y - b) + n (s - c) r o, 
b)y+(t— c)z"=o-, 


ritenuta la X quantità da eliminarsi: per semplicità sup- 
porremo le a, b, c coordinate della curva stessa fun- 
zioni della x. 

La seconda di queste tre equazioni dà la 


1 — a'-*-{y — b)m'-\-m{y — à')-+-(s — c) n'-i-rt (z'— 

sua derivata esatta , la quale per la quarta delle sei so- 
pra trovate ($ aoi), si riduce alla 

— ci — mb' — n d-¥- (y — % — c) n '~ o ossia 

— a' 1 1 - 4 - m ~-i- — b)m'-*-(t — c) n'— o. 
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Ma, affinchè la retta sia tangente la curva, debbono sus- 
sistere le equazioni 

\daj—a l ’\dal—<r 



e questa riduce l'ultima esposta alla seguente 
(jr — b) m'-y~ (z — c) n'~ o. 

Adunque fra le proprietà , che deve avore una curva , 
perchè la retta passante pel centro del circolo oscula- 
tore e pel punto di osculazione riesca tangente la linea 
luogo geometrico dei centri dei circoli osculatori di essa, 
vi è quella rappresentata dalla equazione 

(y — b ) to'-»- (s — c) n'— o , 


la quale, per la sostituzione dei valori delle to', nf, e di 
quelli delle b, c, si riduce alla seguente 

(a"y'_/'VV 
(/'*-+- z"‘-s''‘) (/v-vy)- 0 ’ 

che per essere soddisfatta richiede z'"y" — y"z"= o. 

t !" y" 

Questa equazione equivale alla — ^ ~ -yj- ossia 

(log.8'7=(log.y Y lq quale dà ($ 54) log.z"rlog.y'+log.g, 
g costante; e però sarà s "~gy" ossia (z'Y-{gyjf, e 
per conseguenza t'zgy'+h ovvero z'z(gy + hxY cioè 
zzgy + hx+l:le h, l esprimono anch’esse due costanti. 

L’equazione zzgy + hx+ 1 insegna, che la curva, 
le cui coordinate sono x, y, z, dovrà essere piana: come 
si è dichiarato. 
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Possiamo, per tauto concludere che, il luogo geo- 
metrico dei centri dei circoli osculatori di una curva a 
doppia curvatura, non sarà giammai una sua sviluppata. 
ao4- Se dalle equazioni 

q—y=(p — x)y, r — z~(p — x) z\ 

dopo avervi sostituiti i vaioli delle y, z,y, z' formati 
culla x , si eliminasse la x medesima , avrehbesi una 
equazione tra le sole variabili p, q, r, la quale rappre- 
senterebbe la superficie luogo geometrico di tutte le 
rette tangenti la curva : questa superficie è sviluppa- 
bile, cioè è distendibile in un piano senza rotture nè 
piegature. 

Si immagini per la origine delle coordinate la retta 
parallela alla tangente della curva in un punto indivi- 
duato, ed essa si mova senza cessare di passare per l’ori- 
gine e di mantenersi parallela alle successive tangenti 
della curva ; e continui, finché cada nella rappresen- 
tata colle due equazioni 

q—py, r — p s', 

che è la parallela alla tangente, di cui si è parlato 
qui sopra. 

Egli è evidente, che le successive deviazioni di 
questa retta sono le stesse deviazioni delle successive 
tangenti della curva , e che essa ha generata una por- 
zione di quella superficie conica , la cui equazione sa- 
rebbe la risultante della eliminazione della x dalle due 
q—py 1 , r—pz'. Suppongasi questa porzione di super- 
ficie conica distesa in un piano, e chiamisi (p l’angolo 
compreso dai suoi estremi: troviamo la derivata <p'(x) , 
la quale occorre in varie ricerche. 
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Essendo (p l' arco circolare , che ha per raggio 
E unità ed è compreso fra gli estremi dello sviluppo 
piano della anzidetta porzione di superfìcie conica, sarà 
esso eguale alla linea comune a questa medesima por- • 
zione di superficie conica ed alla sferica avente il centro 
nella origine delle coordinate e per raggio l’unità; per 
cui ammesso, che p, q, r esprimano le coordinate ret- 
tangole del termine variabile od indeterminato di 
questa linea, si avranno le equazioni 

q — py', r—p a', p'-±-q'-^r — \ — o, 
ed anco (5 196) 

<P'(x) — V (^'(• r )*'+- ?'(•*)■-♦* '■'(■*)’)• 

Le prime tre di queste equazioni danno 



ove la s* esprime z'“) ; e però sarà 

</ > s " . a » s 'y" — y' s " _ a i s>z " — z ' s " 

p'(x) — —f 4 ,q(x ) — pi 1 ^(x ) — pi > 

e quindi 

ossia rìducendo 


gl'l*) — —, l/(y"‘-*-z"‘ — *"')• derivata richiesta. 

In questo risnltaroento sostituendo in luogo di 

s /‘ s' 

|/ {y"*+ z"'-s"') il suo valore (5 201), si ha <p'(x) - j 

• 

ovvero d ■ (p'(x)—s’. Cosi , generalizzando le derivate , 
che entrano in entrambi questi risultamenti , si ottiene 

(fi ~ p *"*— s"‘), e <p'd= s\ 
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Similmente, essendo 

|/(x , '*+/'■+z''*-/' > ) = I^/((x"V/ , ’+s , ' a Kx , *+ > r / *+^'•) 

-(x'x"+/S'+z>z"r), 

posto x' , + i y /, + z , ’r 2 «, x"'+y‘+ z"‘z 2$, avrassi 

f = i V (. f - y ). 

ao 5 . Per l’origine delle coordinate sia condotta la 
retta perpendicolare al piano del circolo osculatore la 
curva in un punto individuato, ed essa roti intorno 
alla origine , mantenendosi perpendicolare ai piani dei 
successivi circoli osculatori della curva, e riesca fi- 
nalmente perpendicolare a quello rappresentato dalla 
equazione ($ 202) 

*" . /' 


P-X- 4 - 


rAQ-y)- 


z'y'—yz!'^ J1 z r y r — y*! 

in questa posizione le sue equazioni saranno 


t( r — *)=o; 


_ zy- y 'V z" 

y. R ’ Q ~~ y ’ 


p= 


ove le P, Q, R esprimono le coordinate rettangole di 
un punto qualunque di essa. 

Egli è facile il concepire , che le successive devia- 
zioni di questa retta sono eguali alle successive incli- 
nazioni o deviazioni diedre dei piani dei circoli oscula- 
tori della curva ; e che , sviluppando in un piano In 
porzione di superficie conica generata da essa, i lati 
estremi comprenderanno un angolo, il quale sarà fun- 
zione della x. Chiamiamo quest’angolo y(x); e passiamo 
a trovarne la derivata, che occorre in alcune occasioni. 

Per essere la ip la lunghezza di quella linea , che è 
comune alla anzidetta porzione di superficie conica ed 
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alla sferica avente il centro nella origine delle coordi- 
nate ed il raggio eguale alla unità, denominate p, q, r 
le coordinate rettangole di questa linea, sarà 

if/(x)~ ed anco 

z" z'y—y'z' ... 

1=—y7 r >P— yf r, p -+-q -t -r —i—o, ossia 

r 'z"—y's' _ z" y" 

P ~ p ’ q ~ p ’ p 

ove p~\/(y''^-z!'^(yz"-y'z'r). 

Dai valori delle p, q, r si hanno 

p>(x)=y{yz'"- y'"z>) '-(y'z"-y V)aF, 

-n ~ftt -/// 

q '(x)=-,pf- Z —, , J (X )--^-,p'-~-, 

7 ' fi fi ' ' fi fi 

e però avrassi 

- 2«' ft (/y"+ Z 'v w + (yz"~y'z') (y-J"-y"z')) I . 

In questa espressione sostituendo in luogo delle 
p p’’ i rispettivi valori, che sono 

(yy"+z''z!"yyz!'-y'7!)(y7! , '-y''z!)):(y''+z’'\[yz > ’-y *y) 

e facendo alcune riduzioni, si ha 
e conseguentemente sarà 

//V"— r"W 

^ a '"-+- (yz"—y'z'y ’ 

derivata clic si voleva. 

Toni. /. i o 
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Generalizzando le derivate contenute in quest’ ul- 
tima equazione (5 63), Lassi 

„ x’y'J"+j J "y'z' , irjJ'y‘"-J-xz"y"'-T"'z’y"-jtrz m y' , 

Se nella prima espre,sione , qui esposta , per t//(x)’ si 
pongano in vece delle quantità 

yy w + z"z "+ ( y 'z"- zY) (r'»"'— y ' vj 


le loro equivalenti 

iy"*-H*"")(i-f-y w) - (yy"-4-z'»"r, 

Y‘ - (//' + *'*")% 

(yy»+xf , rfli4.y , wv(//w^( r y"wn 

si La 

y(x)’=^|y((. + yv 2 ' > Ky''v s "'V(//''+sVT)+^VWV*j 

ossia 

^(x)=iJ/j(. + yvz'*)(/''v z ' / '*)-(yy" + z' 5 ''')--y*|: 

e generalizzando le derivate, avrassi 

^=i|/j(x'v r 'Vz'*)(x ,, 'vy"v= , ' , *)-(x , x'"+yy , '+ s /= ,/, )*-« ,, |, 

ove la « qui esprime 

((//'— yi") , +y!"—/s')*+(y:"- 2 '/)')* ossia 

(u' , -+-y , -+- o (x"*- t -y'^*" i )-<xV'- + -yy'-f- zV')*) 5 . 

Supposto 

y > +y*+z'‘=a«, x"’+y' \z"‘=2p, x J "\y'"'+z!"‘z=. iy , 
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Tultima espressione della y/ si può scrivere in quest’al- 
tra maniera 

4 ay-(a"- 2/9)*- ( ^ 0 ?- a",')* 

4«3— a'* ' 
giacché, dall’essere x/‘-+-y'*-*~z?'~ za, hassi 
x ’ x" y y" z'z"~ a', e però 

x"*-i~y'‘-+- s ,,j -4- x'x J "-¥-yy"-+- z'z"'~ «" ossia 
x > x ">-+.yy»+ z > z "'—a"— 2 ,9. 

206. Se due curve sono tra loro parallele, cioè se 
le rette normali dell’ una lo sono anco dell’altra, 
e le loro tangenti corrispondenti ai punti comuni 
di una stessa loro normale siano parallele, le mede- 
sime rette normali comuni saranno tutte tangenti la 
stessa curva. 

Chiaminsi x.y, z le coordinate rettangole di una 
delle curve, e p, <7 , r le analoghe coordinate della sua 
normale, e /, u, v le coordinate di quel punto dell’altra 
curva, che è anco in questa medesima normale: così, 
si chiami n la distanza delle due curve. 

Pel parallelismo delle due curve si hanno le 
equazioni 

(t—x)‘-i- (u-yY-b- (v— :)*— n’= o, u'—y't 1 , v'zz z't 1 , 

ove le derivate sono prese rispetto alla or; e per la retta 
normale avransi le due 

(t-x) {q -y) -(u-y)(p -x):o, {t-x)(r- z) - (v-z )(p-x) z o. 

Si formino le derivate di queste ultime equazioni ri- 
spetto alla x, la quale vi è nei modi visibili ed anco 
nelle y,z,s,l,v; e sostituiscami yt, ;V in vece delle 
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u',S; ed avransi le due seguenti 

{ f- t )( q -y-(p-x)y)^u-y-(t-x)y=o, 

[i 1 — i)(r — z — (p — x)s')-*- v z (* x)J—o. 
Combinando la prima di queste equazioni alla stessa 
pi-ima della normale si lianno 


p — x ■ 


■ x u —y. 

: yn—y—y . — 


i— 1 ,,— ■ ' e— i 

c combinando la seconda di queste alla seconda della 
medesima normale, si lui 

t — x . v — “ 

p = X — j-—;, «l = /_,* 

La curva , le cui coordinate corrispondenti sono le 
p, q, r, qui trovate , è quella alla quale sono tangenti le 
normali comuni alle due parallele. 

Di fatto, da questi valori si desumono 


t—x J( u-y j, v — z 
— tz ri» * ’ r — 








. </ ir — y r 1 v — z 

e f 

Ma dalle equazioni della normale si banno 

u y ? y v Z — r adunque sarà 

t — X p — x ’ t — X P — X 

($)=)£;• ? " ,v ' ro Q=f= ’ 

le quali rappresentano appunto la proprietà enunciata. 
1 medesimi valori delle p', q', > J danno anco 

• . nt " . 
ossia ad 77—71» 

p — 1) 
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d’altronde pei valori delle p,q,r bassi 

V (ip — *)’■+• (<7 — r)'-*-( r — s )‘) 

quantità la cui derivata è 
nr" 

(7=T7f ; 


acj3 



c però, la curva, alla quale sono tangenti le normali 
comuni alle due curve parallele, è anco una sviluppata 
di ciascuna di esse. 

Ora, cliiaininsi x, y, z le coordinate della comune 
sviluppante di due curve parallele, c p, q, r quelle di 
una di queste , al S V arco di essa , c X la lunghezza 
della retta avente i termini nei punti corrispondenti a 
queste medesime coordinate; così si chiami T l’arco del- 
l’altra parallela, il qual corrisponda all’. 9 della prima: 
evidentemente si hanno 

X V , Xz' 

p=x—^j,q=y— ^, cd r = z— y i 


giacche per l’esposto dianzi è V— J/(i -t-j^’-4-s'*); e 
però sarò 

■ ,3.y'-/V' . X'z"-z!X" 

P — " v 5 ’ f ! — " yj* ’ 1 — ~ yj* " > 


valori che danno 


ossia la derivata 


W'- 


n 


X 


s'(x)—^, x"'). 


Ma pel J ao4 ry — X"*) è eguale alla <p'(x) 

Aè 

là determinata; adunque avrassi S'(x)=zX<Jf'(x ) , ed in 
generale S'—X(f. 
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Similmente trovasi T'z(X+n)(p' ossia T'zS'-i n<p ' , 
ovvero 

o, S' . /dT\ n 

T’—S’-ì-n—; e per tanto snru 1 ^- 1 = i 

ove si può riflettere anticipatamente, che la X è ciò, che 
flicesi raggio di curvatura sferica della curva di cui S 
esprime l’arco. 

207. Si immagini una curva qualunque c fissata la 
estremità di un filo ad un suo punto qualsivoglia, ed 
una parte di esso adagiata alla curva e la rimanente 
solamente tesa: questa parte sarà nella retta tangente 
la curva, nel puntoove si stacca dalla curva stessa. Fa- 
cendo movere l’altra estremità di questo filo, colla pre- 
cauzione che la sua parte staccata rimanga tesa , c la 
rimanente adagiata alla curva medesima, essa descrive 
una nuova curva, die è sviluppante od evolvente della 
prima. 

Egli è evidente, che sono infinite le sviluppanti di 
una stessa curva: quelle rette, che sono tangenti a que- 
sta medesima curva , sono anco normali delle sue svi- 
luppanti generate similmente, cioè generate dai diffe- 
renti punti del filo suddetto ;. anzi queste sviluppanti 
sono tra loro parallele. 

Chiaminsi x.y, z le coordinate rettangole di quel 
punto della curva immaginata nel quale il filo si stacca 
dalla curva medesima,» la lunghezza intera del filo, 
ed s la porzione dello stesso avvolta alla cu l'va ; e sarà 
a — s quella parte distesa in linea ietta. Cosi, si chia- 
mino p,q,r le coordinate del punto della sviluppali te 
corrispondenti alle x,y, z della curva immaginata. 

Una leggera riflessione dà 

n — s 1 \ y / v s ' 

/i = X-f-— j-, q—y~^-(a — s)—, r~ z-t-(a — s) - ; 

« •> f 
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e però sarà 

✓=h~>£. 

Questi valori delle p', q', ri sostituiti nel trinomio 

‘ )+ *'($)' cheef i ui ™ le 

la riducono 


i-(riri_ri ( i + yv *'•)), 

che è zero ; e però la tangente della curva avente per 
coordinate x, y, z sarà perpendicolare a quella del- 
l’altra; giacché tale proprietà richiede unicamente 
soddisfatta la equazione 



Questa proprietà avendo luogo e qualunque sia «, 
e qualunque sia il punto della prima curva, ove si è 
supposto fissata l’una estremità del filo, risulta, che ha 
luogo la prima delle due proprietà sopra enunciate. 

I medesimi valori delle p\q', ri esposti danno anco 



e però le tangenti delle sviluppanti saranno anco tra 
loro parallele: proprietà che è la seconda delle mede- 
sime due sopra enunciate. 

Concludiamo per tanto che, le infinite sviluppanti 
di una stessa curva, sono tra loro parallele. 

Sia ora data la curva, le cui coordinate sono 
le p, q, r; e sia propriamente quella rappresentata 
colle equazioni 

7 = r = p )■ 
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Le coordinate x,y, * di una sua sviluppata od evoluta 
soddisfaranno le due equazioni seguenti 

— 0^x-4-{a — r)-^=o, 

2 -+.(a—s)- y— ^x+(a-»)^z:o. 

Infinite sono le funzioni della x valori delle y, z 
soddisfacenti queste equazioni alle derivate; e però infi- 
nite saranno le sviluppate di una curva: esse sono tutte 
in una stessa superfìcie sviluppabile cioè in una superfì- 
cie distendibile in un piano senza piegature nè rotture. 

Si chiamino (, it, v le coordinate rettangole del 
piano normale della curva rappresentata colle equa- 
zioni q — (p(p), r~y}/(p)\ e la sua equazione sarà 

p - t + {q - u) ^+ {r - v) (^ = o. 

Si costituisca la equazione 





il cui primo membro è la derivata presa rispetto alla p 
del primo membro di quella del piano anzidetto. 

Supposto che, le t, u, v contenute in queste due 
equazioni, siano le stesse, e che la p sia quantità da 
eliminarsi, esse rappresentano la superfìcie sviluppabile, 
di cui si è parlato sopra. 

Di fatto, le due equazioni 



ossia le 


<1 — <P(p) = °> r — y(p) — ° 
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ammesso che le q, r esprimano 
X 


a — * «y 


y~> y (a — s)^-, »+(«■ 




danno le due 


(a — s) 
(a — s) 


y»s>-y>s" 
s'V— zV' 


(a—s)fi(p)-^= o, 




però $'(/>) ossia = ^7 (./*"— yV), 

ovvero = -i ( s"z'— sV); 


e queste similmente danno 


^)~^(s"y"- t "Y) : (a -s), c 


s > 3 




cip’] 

Sostituendo nelle due equazioni rappresentanti la su- 
perficie sviluppabile anzidetto in luogo delle 


/ dq\ ( dr\ (d’q\ / d’ r 

p-*’ r - v > [d^y \dp)’ [d^yw 


ordinatamente 

I 

p—x—(a—s)~, q — jr ~ (a — s) — , r— z=(n— s )- , 


± lzls , 

«.// ’ r ff\ Z S 


* p 




(n-r)r"’ 




rimangono esse soddisfatte. Concludasi qui pure clie 
lia luogo ciò die ss è dichiarato ; cioè che le svilup- 
pate di una curva qualunque sono tutte in una stessa 
superficie sviluppabile e propriamente in quella , alla 
«piale sono tangenti i piani normali della curva 
medesima. 
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Se dal punto corrispondente alle coordinate p, q , r 
si tirassero due fili tangenti la superfìcie sviluppabile 
anzidctta , e si avvolgessero a questa superficie sempli- 
cemente eoi tenderli , si disporrebbero secondo due 
sviluppate della curva rappresentata colle equazioni 
q-<p(p),r~tp{p)-, per cui fissando le altre estremità 
loro in due punti della medesima superfìcie, e poscia 
movendo insieme unite in un sol punto le prime due, 
questo descriverei lire o percorrerebbe la medesima curva 
rappresentata dalle equazioni q~(p(p), r~ y(p ) : queste 
proprietà si dimostrano con facilità mediante le cose 
esposte, e segnatamente col combinarle con alcune 
considerazioni meccaniche. 

208. Si chiamino x, y, z le coordinate di qualunque 
specie di una linea qualsivoglia, e p, q, r le analoghe 
di un'altra; e siano y~y(x), s—z(x), q^j(p), r=r(p) 
le equazioni di esse. Così siano X, V, Z e P, Q, R altra 
coordinate qualsivogliono delle medesime ilue linee; ed 

1 = Y(X), Z=Z(X)eQ-=Q(P), R—R(P) 

le equazioni loro tra questo altro sistema di coordinate. 

Se i valori delle quantità y(x), z(x),y'(x), z(x), 
yix), - — corrispondenti ad un particolar valore 
della x saranno ordinatamente eguali a quelle delle 

• <ì(p)’ r (r)' ^(ph 7"(/'h corrispondenti alla p 

eguale allo stesso valore particolare della x ; anco i 
valori delle 

Y(X),Z(X), Y'(X),Z'(X), r'(A),~- 

e quelli delle 

Q(P), R(P),<y(P),R'ir), 0 "(P),— 

per le .V, P corrispondenti al medesimo della x , cioè 
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corrispondenti allo stesso punto cui corrisponde questa, 
saranno ordinatamente eguali fra loro. 

Essendo le coordinate p, q, r adatto analoghe alle 
x,y, z, e le P, Q, R alle X, Y, Z, supposto 

X=(p (x,y, z), (x,y, z),Z = A (x,y, z ) , 

si avrà anco 

P == (Jl [p, q, r), Q — xp (p, q, r), ed R = A (p, q, r) 

cioè le P, Q, R funzioni delle p,q, r simili alle funzioni 
delle x,y, z valori delle X, Y, Z; e però le derivate 

X'(x), Y'(x),Z'(x),X"(x), ri- 
saranno formate colle x , y , z, y J (x ) , z'(x ) , y"(x ) , — - 
come le 

m w. n , (p),p"(p),Q"( P ):— 

lo saranno colle p,q,r, q'(p),r'(p),q"(p), . 

Quindi i valori delle 

X, Y,Z,X'(x), Y’(x),Z'(x),X"(x), Y"(x), 

e quelli delle 

P, Q, R, P'(p), Q'(p), R'(p), P"(p), 

corrispondenti al medesimo delle x, p saranno ordina- 
tamente tra loro eguali, 
aoq. Essendo le 

X, Y,Z,X'( x), Y'(x),Z'(x).X"(x), Y"(x), 

rispettivamente eguali alle 

P, Q, R, P'(p), Q'(p), R'{p),P"(p), Q”(p),~- 

oltre di essere 

p = x,y{x) = q(x), *(x) = r(or), 
ove la x è la particolare suddetta, pel § 63 sarà anco 
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(M\_ (dR\ (t rr\/^Q\ 

\dx)—\dp)\dx)^\dpj’\dx‘)—\dp‘ 

vale a dire , se saranno eguali tra loro i valori dei ter- 
mini rorrisjwndenti delle due serie 

.r,y, z.fi(r), z’(x)y"(x), z"(x), 

P- q , r, q'(p ), > J (pY q"(p), '■"(/’)> 

tali puro saranno i termini corrispondenti delle due se- 
guenti 

X, Y,Z, F(.Y), Z'(\), Ì'"(X), Z"(X), 

P, Q, R, <?(P), fl'(P). Q"(P), R"(Ph — • 

Dimodoché, se tali eguaglianze avranno luogo pei' coor- 
dinate rettangole, esse avranno luogo altresì per un si- 
stema qualsivoglia di coordinate; e reciprocamente, se 
esse avranno luogo per un dato sistema di coordinate , 
qualunque esso sia, vi saranno anco per coordinate ret- 
tangole: proprietà entrambe sommamente interessanti , 
e che sussistono anco per le superficie ; siccome è facile 
il persuadersi. 


LEZIONE IV. 

De’ contatti delle superficie con una lìnea. 

aio. In questa lezione parleremo dei differenti gradi 
di avvicinamento tra le superfìcie ed una linea data. 

La linea sia la rappresentata colle etjuazioni > yq/] , x), 
z~gi(x), e la superficie quella rappresentata dalla rzF(j>,q): 
esprima A la minima distanza tra un punto qualunque 
della linea e la superficie; e sarà essa la retta, che ha 
un termine nel punto corrispondente alle coordinate 
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x,f{x),gi(x) e l’altro in quel punto della superficie, al 
«piale corrispondono le coordinate p,q,r date dalle tre 
etpiazioni (§ 1 5 g) 

rzF{p,q), p-x+(F-<f)F'{p)- o, q-y + [F-<p)F'(q)zo, 

anzi avrassi _____ 

& — (F — g>) yi+FW+FW- 

1 valori delle p, q cavati dalle ultime equazioni , i 
quali sono funzioni della x qualunque, si suppongano 
sostituiti tanto nella espressione 

F(P' l) — q uanto nc ^ radicale '(p) -*-l‘ (q)\ 

e siano P, Q le due risultanti funzioni della x qua- 
lunque; e sarà A — P • Q- 4 

Nella A si cambi la X qualunque nella r partico- 
lare più l’indeterminata o, e sviluppisi la quantità ri- 
sultante; ed avrassi 

A(x -s- ») - A(x) «A'(x) -+* ~ *"(*) -4- ^3 A"'(x)-+-eec. 

Se sarà A(.r) = o, si avrà 

A(x-t-«)=«AV)-^7A''(x)-t-^V)-Hecc.; 

e la superficie avrà comune colla linea il punto cor- 
rispondente a quella ordinata della linea stessa, che è 

la x particolare: se sarà A(x)=o ed anco A'(x)ro, avrassi 

A(x-t-o)=y A"(x) ~ A"'(x) -v ecc. ; 

e si dirà, che la superficie avrà colla linea un contatto 
di primo ordine: se oltre di essere A(x)=o, A'(x) = o, 
sarà anco A"(x)=o, per cui 

a 

A (x -+- o>) = Aj A'"(x) -+- ecc. , 
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si diri, che la superficie avrò un contatto del second’or- 
dinet in generale, se la superficie sarò tale, che abbiansi 
tutte le equazioni 


A(x)~o, A'(x):=o, A"(x)=o, - - - A <ml (r)~o, e però 


A(x+o)r — - -A 1 

' ' io— (m+ 1) 


" ulu (xK— , 
a-3 


e/" 4 » 


si dirò , che la superficie avrò un contatto dell’ordine 
m etimo colla linea, nel punto a cui corrisponde l’or- 
dinata x particolare. 

Dal qui esposto evidentemente risulta , che, se due 
superficie passeranno per lo stesso punto di una linea , 
e la prima abbia colla linea un contatto di un certo 
ordine, e la seconda abbia il solo punto comune od un 
contatto di un ordine minore del contatto della prima, 
la linea avrò almeno le sue parti circostanti al punto 
in comune colle superficie prossime più alla prima 
(5 1 28) ebe alla seconda. 

3ti. Passiamo a considerare le equazioni 


A(x) — o, A'(x) = o, A"(x) = o, A' m ’(x)=o, • 

onde disporre le medesime da potersene valere con fa- 
cilità nelle applicazioni. 

Essendo A~ P ■ Q, si hanno le 
A' =P' ■ Q-+-P Q’, 

— P" • Q-+- iP'Q'-*- PQ", 

A Q 5 p"Qt^_ 3 PQ'*' 


e però la equazione A(x)=ro equivarrò alla P(x)~o, 
perchè Q(x) non può annullarsi: le due A(x)~o, A'(x)=o 
equivarranno alle due P(x)~ o, P'(x) — o : le tre 
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A(x)=;o, A’(x)zzo,~A''(r)zzo alle tre P(x) zz o , 
P'(x)zzo, P''(x)~o : e così delle altre. 

Reciprocamente le equazioni P(x)~o; P(x)z=z o, 

P'(x)=o; P(x) zzo, P'(. r) = o, P"(x)zzo; sono 

equivalenti ordinatamente alle A(x)zzo; A(x)zzo, 
A'(x)zzo; A(x)zzo, A'(x)zzo, A"{x) = o, 

Siccome P(x) è il valore della F(p, q) — ip(x) 
corrispondente alla x - particolare ossia al punto in 
comune tra la superficie e la linea , pel quale si 
lia p ■=. x particolare e q — f(x) ; così si avrà 
P(x) zz F(x, /(x)) — <p(x) ; e però la equazione 
P(x) zz o sarà 

F(x, f(x)) — gl(x) zz o. 

Essendo P~F(p,'j/) — (p (x) , ove le p, q siano 
desunte dalle equazioni 

P — x -t- ( F(p , q)]~- <p)F’(p) = o, 
q — y -+- (F(p, q) — gl) F'(g) zz o, ossia dalle 
p-x-*-P • F'(p) = o, q— y-+-F'(q) P zzo, 
la P' sarà (F(p, q) — gl)' ovvero F'(p)p' F'(q)q' — gl', 

purché le p, q siano desunte dalle due anzi esposte 
equazioni , e le p', q' dalle loro derivate , le quali sono 

p'-i-+-P' • F ! (p)->-P • (/»)'= o, 
q'-y'+P'- F\q) + (F'(q))' ■ P'zzo; 

ma per la x particolare si ha P(x)zzo, P'(x) = o, per 
cui le quattro equazioni qui esposte danno , per la 
stessa x particolare, 

p — x, q—y=f{x), p'{x) zzi, 7 '(x)zz/zz/'(x); 
adunque P'(x) sarà eguale a ciò che avrassi, po- 
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nendo nella (/•’(/>, q) — p)' in vece delle p, q, 
p', q' ordinatamente le x, f(x), i, f(x), cioè ad 
r{x) -+- F'(f\T(x) — <P'(x), che è il valore dello svi- 
luppo della derivata (f(x,/(x)) — p (x)j' corrispon- 
dente alla stessa x particolare; e per tanto le due 
equazioni 

P(x) = o, P'(x) = o, 
saranno in sostanza le due seguenti 
F(x,f(x))-p(x)-o, (F(x,f(x))-p( r))'=o. 

Similmente, se hanno luogo le tre equazioni P(x)z o, 
P'(x)zo, P"(x)z o, cioè se oltre le prime due si avesse 
anco la P"(x) — o, avrei diesi oltre le pz=.x, q — f(x ) , 
p'(x)=i, q'—f(x) anco le p"(x) = o, q"(x)—f'(x). 

Di fatto , le derivate seconde esatte delle 

P — x-t-P F'(p)~ o, q — y P F'(q)zzz o, 
che sono 

p»+P". F(/<)+iP'. (F'(p))'-^P{F'[p))"=.o t 

q"~y'-+- P"F'(q) -4- 3 P' ■ ( F'(q))'+ P(F'(q))"-o, 

per la x particolare danno le pt'^.o,q"=^f"(x). E per 
tanto, P"(x) sari eguale a ciò clic si avrà , cambiando 
nella (F(p,q) — p)" le p,q,]J ,q' ,p" ,q" ordinatamente 
nelle x,/(x), i,/'(x),o,/"jx), risultamento che si può 
ritenere il valore della (E(x,/(r))— 0(x)l" corri- 
spondente alla x particolare; e conseguentemente le tre 
equazioni P(x)=o, P'(x)=o, P"(x) = o, saranno in 
sostanza le tre seguenti 

F(x,f(x)) — p(x) — o, 

(F(x,f(x))-p(x))' = o, (F(x,f(x))-p ( x))"=o. 
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Dal qui esposto emergono le conseguenze: affinchè 
lu superficie abbia il punto comune colla linea, dev’es- 
sere il valore dell’r corrispondente al ppnto stesso cioè 
1 ‘ F(x,/{jc)^ eguale a quello della z , cbeèijjfar): af- 
finchè abbia un contatto del primo ordine, dev'essere 
anco il valore della (/• 'Mm))' corrispondente al 
punto stesso eguule a quello della z' cioè a i p'(x): af- 
finchè abbia un contatto del second’ordinc è d’uopo in 
oltre, che sia quel valore della (F(x,f(x))}", che 
corrisponde al medesimo punto comune, eguale a 
quello della z", che è <p"(x): altrettanto dicasi pei 
contatti degli ordini superiori. 

E conseguentemente, se la superficie rappresentata 
colla equazione F(p, q, r)~ o avesse colla linea rap- 
presentata colle y—J\x), z~(p(x) un punto comune, 
dovrebb’ essere soddisfatta la equazione 

F(x, y,z) = o, 

ove le x, y, z cooitlinate della linea , siano le corri- 
spondenti al punto comune: se essa avesse un con- 
tatto di prim’ ordine, dovrebbero essere soddisfatte 
le due equazioni 

F(x, y,z) = o, (F(x, y, *))' = o , 

dove le x,y, z contenute in esse, siano le f(x), <p(x), e 
dopo la derivazione la x sia la particolare corrispon- 
dente al punto comune : ed in generale , se la superficie 
avesse colla linea un contatto dell’ordine in esimo, do- 
vrebbero essere soddisfatte tutte le equazioni seguenti 

F(x,y, z) z o, F(x,y, zfz o, F(x,y, zfz o, — F[x,y, zf mi z o, 


ove le y, z esprimono le f(x), <p(x), e la jc, a derivu- 
Tom. I.‘ io 
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rioni eseguite, sia limitata alla particolare corrispon- 
dente al punto comune. 

Quindi' una superficie in generale, potrà avere con 
una linea qualunque in qualsivoglia suo punto un 
contatto degli ordini, primo, secondo, terzo, ---, 
(piando essa appartenga ad una famiglia, nella equa- 
zione della quale vi siano almeno due, tre, quattro - -- 
costanti disponibili; giacché si potranno, generalmente, 
determinare in modo da soddisfare le anzidette equa- 
zioni necessarie per tali contatti. Dimodoché, vi sarà una 
superficie piana, che avrà un contatto di secondo ordi- 
ne, una sfera che avrà un contatto di timo ordine, - 

Il metodo, qui sopra usato, per istabilirc le pro- 
prietà dei differenti contatti tra le superficie ed una 
linea si può usare anco per istabilire proprietà analo- 
ghe pei contatti tra le linee, e tra le superficie. 

a la. Troviamo l’equnzione di quel piano, che ha con 
una curva qualunque un contatto di second’ordine. 

Essendo r -t-Ap -t-Bq-t- C — o la equazione della 
famiglia delle superficie alla quale appartiene la qui 
richiesta, i parametri A, B, (' dovranno essere quelli , 
clic soddisfanno le tre equazioni seguenti 

z-v-Ax-v-By-*r-C=ìQ, z’-+-A-*-By—o, z"-+-By"~a, 


le quali danno 

B — y, A — y ,e c — x y * -yy — z, 

e però l’ equazione del piano avente il contatto di ae- 
cond’ordinc sarà 


— p, — (/' — x )—y(n -r) — ®. 

Questo piano, che, fra i moltissimi [lassanti per lo 
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stesso punto della curva, è quello al quale le parti del- 
la curva, almeno le prossime al punto comune, si ac- 
costano più clic a qualunque altro, si chiama piano 
osculatore della curva stessa; ed è visibilmente quello, 
nel quale esiste il circolo osculatole (§ 202) la curva 
nql punto medesimo di sua osculazione. 

ai 3 . Per secondo esempio, troviamo la equazione di 
quella sfera, che ha colla curva un contatto di terzo 
ordine. 

Ritengasi per equazione della famiglia delle sfere la 
ip-A)’-*- (q — fi)’-*- (r-C)'- D'= o, 

ove i tre parametri A, B., C esprimono le coordinate 
rettangole del centro, e D il raggio. 

Per la teorica esposta, dovranno essere soddisfatte 
le quattro equazioni seguenti 

(*- A)'+ ir- B)’-h (z - cy- D’~ o, 
x — A — 

- q z"= o, 

3xV'-i- (y — B)y»'-+- (z—q *"'= o, 
dove l’r esprime quell’arco della curva , il quale cor- 
risponde alla x particolare. 

Le ultime due di queste quattro equazioni danno 

c=z-*-s , (sy"—5s"y) : (*"y 
B—y-i- s'(s'z '" — 3 s"z") : [y"z'"— y'‘ "z ") , 
e la seconda 

Azx+s'((zy"-z'"yy+5(/z"-/’z')s") : [y"z"'-y"^'), 

e la prima 

D m -s!'(( i+z") {sy"-5t"/'y+(i + yj (s'z" f -3*"z"y 
- a i*y"- 5s"y") (s'z'"-3s"z") z '/) : {y"z'"-y"’z")\ 


Digitized by Google 



LEZIONI 


3oR 

mediante i quali valori delle A, B, C, D rimane indi- 
viduata là equazione 


( p — A)' -*-(q — B)‘- y- (r- C)‘- D'—o, 

e conseguentemente la sfera con essa rappresentata. 

La sfera, qui determinata, chiamerassi sfera oscu- 
latrice della curva , ed essa è , fra le moltissime che 
passano per uno stesso punto della curva , quella alla 
quale la curva medesima ha almeno le sue parti pros- 
sime al punto comune, che vi si accostano più chea 
qualunque altra di esse sfera. 

La equazione 

x — A -t- (y — #)>'-*- (s — C) z'~ o , 

che è la seconda delle quattro dianzi soddisfatte , inse- 
gna, che i centri delle sfere aventi un contatto di primo 
ordine colla curva, sono nel piano normale dellu curva 
stessa nel punto di contatto : essa poi combinata colla 

4 '\+- (y _ B)y'-+- [z — C)s"=o 


manifesta, che i centri di quelle sfere , che hanno un 
contatto di second’ ordine, sono nella ietta rappresen- 
tata colle due equazioni 

x-A-*-[y — B)y’-+-(z — Qz'—Oy 
*'‘-*-{y—B)y"-+-(z— Qz"=o, 

dove A, B, C esprimono le coordinate di essa retta. 

Queste medesime due equazioni ovvero le loro 
equivalenti 

* By"-*-Cz"=s"-*-yy"-4-zz", 

Ay"Mz'y"-z"y')C=xy"+z(z’y"—y’z'')—y’s'' 
significano evidentemente, che la stessa retta passa pel 
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centro del circolo osculatore la curva nel punto di con- 
tatto delle b fere, e clieè perpendicolare al piano di questo 
circolo medesimo: per cui il l'aggio di curvatura della 
linea sarà quello della minima sfera fra le molle aventi 
un contatto di second’ordine; e la sua periferia ossia la 
circonferenza osculatrice di una curva sarà comune a 
tutte le sfere aventi un contatto di second’ordine rolla 
curva medesima, ove la circonferenza h osculatrice. 

In ultimo fo osservare, che la retta, nella quale vi 
sono i centri delle sfere aventi un contatto di secondo 
ordine nello stesso punto di una curva data, è tangente 
quciraltra curva, nella quale vi sono i centri delle sfere 
osculatrici della data, come si può dimostrare facilmente 
mediante la quarta delle suddette equazioni soddisfatte; 
e che si può trasformare facilmente la espressione tro- 
vata per D' nella equivalente formata eolie quantità 
fi, 3 . y; e che tra D' e le d, ip'(x) usate nei 55 20 1, 201* 
ha luogo la equazione 


ir— d' ~\~ 


d'irf 

W 


LEZIONE VII. 

Dei contatti tra le superficie; 
e delle loro linee di curvatura. 

ai 4 - Si immaginino due superficie riferite ai mede- 
simi tre assi: si chiamino x,/, z le coordinate di un 
punto qualunque dell’ una, e p,q, r quelle di un punto 
qualunque dell’ altre; e siano z—'p{x,y), rz=.f(j>,/f) 
le lóro equazioni. 

Queste due superficie abbiano un punto comune ; 
e chiamimi x,y,z — <p(x,y) particolari le coordinate 
di esso. 



i.Eziorci 


3io 


Se le «lue ui perfide saranno tali, ebe i valori delle 


derivate J, con '’ s P on( ^ er,l ' P" nto comune 

siano eguali a quelli delle ^ 'j ’ C T" rorr ' s P on ^ ent ‘ 

allo stesso punto in comune, si dirà, che esse superficie 
avranno un contatto di primo ordine : se poi anco i 

valori delle (^).(^).(^) corrispondenti al 

medesimo punto in comune, risulteranno eguali onli- 


(£L\ 

(<pd*\ 

\dxdy )’ 

W) 


corrispondcnli alle x, y particolari ossia allo stesso 
punto comune, dirassi, che le due superficie avranno 
in tal punto un contatto del second’ ordine: in ge- 
nerale , se le due superficie saranno tali che pel punto 
in comune, i valori delle derivate parziali di f(p,q) 
prese rispetto alle p,q siano eguali ordinatamente ai 
valori delle derivate analoghe di (p(x,y) prese per ri- 
spetto alle x.y, e che ciò abbia luogo sino a tutte le 
derivate parziali dell' ordine m esimo inclusive, si dirà, 
che esse superficie avranno nel punto in comune un 
contatto dell’ ordine m etimo. 

Se l’equazione della seconda superficie, in vece di 
avere la forma r=z f(p,q), nvesse la F(p, q, rj—o, le 
proprietà o condizioni per cui si dice, che essa ha col- 
l’altra il punto comune, un contatto di prim’ordine, 
un contatto di second'ordine,--- si potranno esprimere 
in quest’ altra maniera; come si farà elfettivainente. 
Pel punto comune dovrà essere identica 1’ equazione 
F[x,y,~)~ o, che si ha, cambiando nella l [ji,q,r)—o 
1° Pi q-, c ucile x,y, s particolari : per un coutalto di 
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primo ordine dovranno di pi?i essere identiche le due 
che si ottengono, ('ambiando nelle equazioni 

* *'»(%)=* H,)-r V) (Ì)= n 

1 e p.rf,r. ossia f'(p), (Jj^j ossia f'(q) ordinata- 

mente nelle x,y, r, ^~^=$'(x), = 


cor- 


rispondenti allo stesso punto comune: in generale, se 
la superficie rappresentata colla equazione 

F(p, q , r)~o, 


avrà colla prima un contatto dell’ordine ni etimo, sa- 
ranno identiche la F(x,y, z) ~ o e tutte le sue equa- 
zioni derivale parziali sino a quelle dell’ordine ni cc/mo; 
purché si intendano in esse colle x. y, z e colle deri- 
vate parziali dcllu z quelle corrispondenti al punto co- 
mune ossia alle x. y, z ~ip(x.y) particolari. 

Da ciò risulta lina regola per conoscere, se una 
data superficie abbia ron un’altra un contatto e di 
qual ordine esso sia; ed anco, clic vi sarà una super- 
ficie, appartenente ad una individuata fanuglin, la 
quale potrà nvere con una data un contatto di un certo 
ordine, purché nella equazione della famigliavi siano 
almeno tanti parametri disponibili, quante sono le 
equazioni , che debbono essere identiche pel contatto 
medesimo. Dimodoché, una superficie appartenente 
alla famiglia rappresentata colla equazione F(p,q,r )~ o 
potrà avere con una data un contatto di priin’ordine, 
se in questa equazione vi saranno almeno tre parametri 
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arbitrari, «in contatto di second’ordine se ve ne «ranno 
tei : in generale potrà avere un contatto dell’ordine 
m esimo, se nella equazione F(p.ij,r)~o della famiglia 
cui appartiene, vi saranno i) parametri arbi- 

trari; giacché le coudizioni od equazioni a soddisfarsi 
jier un tal contatto, sono appunto Jin(m-t-i). 

Si può qui pure osservare , come si fece alla line 
del 5 i65> che, se dalle equazioni a sciogliersi per 
avere le costantio parametri, si eliminassero le x.y, 
avrehlìonsi equazioni, le quali rappresenterebbero le re- 
lazioni tra le costanti medesime, perché la superfìcie 
corrispondente ed appartenente alla famiglia rappre- 
sentata colla equazione F(p,q,r)~o avesseun contatto 
di quell’ordine, che è indicato dalla sussistenza delle 
medesime equazioni combinate. 

ai 5. Prima di fare esctnpj dei contatti, dimostrerò la 
proprietà geometrica o meglio di reciproca posizione, 
che ha luogo tra due superfìcie, qualora esse abbiano 
un contatto cioè abbiano le proprietà algebrnielie qui 
sopra enunciate. 

Se di tre superfìcie aventi un punto in comune, la 
seconda abbia un contatto di un certo ordine colla pri- 
ma, c la terza abbia con questa medesima il solo punto 
comune, ovvero un contatto di un ordine minore di 
quello della seconda, quest’ ultima cioè la seconda avrà 
almeno la sua porzione circostante al punto comune, 
die si accosterà alla corrispondente della prima piìi 
della analoga della terza : proprietà la quale rande in- 
teressantissima la teorica dei contatti delle superficie. 

I-a prima e seconda superficie abbiano per equa- 
zioni 

s = f(x,.r), r=f(p,q), 
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usate giù superiormente; e la terza abbia la u — y,(s,(), 
ove le s, t, u siano le coordinate di un punto qualunque 
di essa ed analoghe alle x,y, z. 

L’ordine del contatto tra la seconda eia prima sia 
l’m etimo, e quello tra la tema e la prima stessa sia 
l’n esimo ; e le coordinate del punto in comune si ri- 
tengano le x,y, z—(p (x.y) particolari. 

Nelle <p (x,y),flp, q), ip(s, t) si pongano in luogo 
delle x, p, s la x particolare pia o ed in luogo delle 
y, q, t la y particolare più 0, ove o,0 esprimono due 
quantità indeterminate; e si avranno le 

<P (x a, y -+- 0), /(jr-+-4 >,y-*-0), $(x-i-e, y -*-0) 

pei valori delle ordinate z, r, u corrispondenti alle 
stesse x -+- 1 >, y -t- 0. 

Si chiami D la differenza di questi due valori 
delle z, r, e A quella dei valori delle z, ir, e si avranno, 
prescindendo dai segni , 

D=f(x-*-o,y-hO) — ql(x-i-o,y-+-0), 

A —$(x-i -o,y-k-0) — $(x-t-o,y-+-0): 

evidentemente D è la distanza di quei due punti, l’uno 
della seconda superficie e l’altro della prima, ad en- 
trambi dei quali corrispondono le ordinate x-i-o.y-t- 0\ 
e A c la distanza, che ha da quest’ ultimo punto della 
prima, quel punto della tema, al quale corrispondono 
queste medesime ordinate x-*-o, y -+• 0. 

Sviluppando i termini dei valori delle D, A (§ 4 1 )> 
ed ommettendo quelli , che si distruggono pei contatti 
ammessi tra le superficie, si hanno due polinomj ordi- 
nati secondo le dimensioni delle u, 6, nel primo dei 
quali la minore dimensione delle stesse o, 0 è m -hi, e 
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nei secondo, cioè in quello die è il valore dello A , è 
zi- «— i; quindi , siccome zzi zi , i valori della D, se non 

tutti almeno quelli corrispondenti a valori piccioli 
delle o, 0 , saranno (5 i 3 ^) prossimi allo sero piìi 
dei corrispondenti di quelli della A; o ciò che significa 
lo stesso, i punti della seconda superficie, almeno i cir- 
costanti al punto comune, saranno vicini ai corrispon- 
denti punti della prima superficie più dei corrispon- 
denti della terza; che è appunto ciò clic si è enunciato. 

•216. Ciò premesso, passo ad esporre alcuni rscmpj; e 
comincio a trovare il piano ossia 1’ equazione del pia- 
no , che ha colla superficie rappresentata colla data 
z=zrp(x, y) un contatto di primo ordine nel punto di 
essa, al quale corrispondono lo ordinate x.y particolari. 

L’equazione della famiglia delle superficie piane 
sappiamo essere 

r -a- A/i -h P (/ -» - C — o. 

Siccome il piano chiesto deve avere un contatto 
di priin’ordine, così i suoi parametri, che sono A, lì, C, 
dovranno rendere identiche le Ire equazioni 

<p{x,y)-t-Ax- 4 -By-*-C=Q, <p’(x)-t-A~o, ff/(y)-t-B~o. 

Ma i valori degli A, B C, che rendono identiche queste 
equazioni, sono quelli, i quali si hanno, sciogliendo 
esse medesime rispetto agli stessi A, B, C, cioè sono 

A —— <f(x), B~- (p'(j'), C— x <p'(x) — * ; 

adunque l’equazione richiesta sarà la seguente 

r — p ip'(x) — q 7-'(j) -+- x <p'(x) -+-y f(j) — z—o 

ossia r— £= (/)— .r)s'-+- (7 — y)z, , 


I 
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la quale por essere affatto individuata insegna , che uno 
solo è il piano, che possa avere con una superficie in un 
punto di essa un contatto di primo ordine , sebbene pel 
punto medesimo ne possono passare moltissimi. E per 
tanto, il piano rappresentato colla et|uazione trovata . è 
fra i moltissimi, che passano pel medesimo punto della 
superficie, quello i cui punti, almeno i circostanti al 
punto comune, si accostano tutti ai corrispondenti della 
superficie medesima più degli analoghi punti di ogni 
altro. 

Il piano qui determinato si chiama piano tangente 
o piano toccante della superficie nel punto comune 
con essa. / 

Per fare un esempio particolare, troviamo la equa- 
zione del piano tanghi te di quella superficie sviluppa- 
bile, nella quale vi sono le rette toccanti di una curva 
data. 

Siano t — fp(s), u — f(s) le equazioni della curva , 
dove r, t, u sono le sue coordinate analoghe alle x,y, z; 
e la equazione della superficie sarà la risultante della 
eliminazione della s dalle due 

y—<p(s) = (x — s)fp’(s),z — / (s) = (x—*)f'(s). 

Quando si potesse eliminare effettivamente la s, avrel>- 
bosi una equazione tra le sole x.y, z, la quale darebbe 
le finizioni delle x,y valori delle a, z', z,, che sostituiti 
nella 

r—z~(p— x)z'-*-[q —y) z, 

la ridurrebbero alla richiesta: ma nella impossibilità di 
eseguire questa eliminazione , senza individuare le fun- 
zioni vediamo come si possa avere questa me- 

desima equazione formata colle coordinate stesse della 
curva data, spigolo di regresso della superficie. 
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I n superficie si rappresenti colla equazione 
s —/(') —(x — s\P(s)~o, 

ove la s esprima In funzione delle ordinate jr.ydata dalla 
y— <P( r )~ (x — s) f(t)—o. 

Ix? equazioni derivate prime parziali di quella della 
superficie c prese rispetto alle x.y sono 

/'(•*)— (■*— r )f"(') , '( jr )=o, Z / —(x—s)/"(*)*'(y)=. 0 , 
e quelle della y — ip (') — (x — r) (p'(f) ~ o 
ip’(ij-t-(x—s)p r '(s)s'(x)=z O, i —(x—.')<p"(s)s'(y)=o, 
le quali danno 

(x — jr)s'( x)=— $'('): $"(*), (x — *).t'(y) = i 
per rui le due prime riduconsi • 

: 0»=°. * -/"W : <P"M=o, 

clic somministrano 

z'=(/'(s)<p"(s)~f'(s)f(s)) : z,=zf’(,) : gt"(s). 

Sostituendo tauto questi valori delle s', s ( , quanto 
quelli delle z,y, die sono /(f)+f.r -+)/'(*), p(r)+(x-s)<p'( s), 
nella equazione 

r — z = (p — x) z’-*~ (q — y) x, , 

V 

bassi per richiesta la 

Questa equazione inségna , che un piano tangente 
di una superficie sviluppabile è toccante la medesima 
per tutta la estensione di una retta , ed anco oscula- 
tore ($ 212) dello spigolo di regresso di essa. 

2i-.La retta, che ha un punto comune con una 
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superficie, ed è perpendicolare al piano tangente a 
questa nel punto medesimo, si dice retta normale della 
superficie nel punto stesso. 

Troviamo le equazioni della retta normale alla 
superficie rappresentata colla equazione z—ip(x t y ) 
nel punto corrispondente allo coordinate x, y, z, clic 
supporremo qui rettangole. 

Dcnomininsi P, Q, li le coordinate rettangole 
della normale ed analoghe alle x,y, s; ed essa si rap- 
presenti colle equazioni 

R—AP -4- B, R — CQ-+-D. 

Siccome la retta deve passare pel plinto cor- 
rispondente alle coordinate x, y, z ed anco essere per- 
pendicolare al piano tangente alla superficie , cosigli 
A, B, C, D parametri di essa dovranno soddisfare le 
quattro equazioni seguenti 

z~Ax -+- B, y ■=. Cx -t- D , 
n — Az'-t- i, o~ Cz t -l— i , 
le quali danno 

A — - f , C= - , B — z-+- 

z z, z s ( 

e però le equazioni della retta normale alla super- 
ficie saranno 

(R—z) z'+{P— x)—o, (R—z) z^Q—y — o. 

Mediante queste equazioni facilmente si trova, che 
i coseni degli angoli, fatti dalla retta normale cogli assi 
delle x, y, z, sono ordinatamente 
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Queste medesime espressioni saranno anco i seni degli 
angoli fatti dal piano tangente alla superiieic cogli assi 
auzidetti delle x, y, z, ed i coseni degli angoli diedri 
fatti dallo stesso piano tangente coi piani coordinati 
delle y, z; x, 5; x, y. 

218. Per secondo esempio, troviamo quelle superficie 
sferiche, che hanno con una superficie qualunque un 
contatto di primo ordine. 

L’equazione della famiglia delle superficie sferi- 
che, si sa che è la 

(p — «)*-+- (7 — />)’-+- (r — c)' — d‘~ o; 

dove p, q, r sono le coordinate rettangole di un punto 
qualunque di essa, ed a, b, c le analoghe del suo centro, 
e d il suo raggio. 

Supposto che le x, y, z — Jl(x, y) coordinato della 
superficie qualunque siano anch’esse rettangole, i quat- 
tro parametri a, b, c, d per le sfere aventi un contatto 
di primo ordine saranno quelli soddisfacenti le tre 
equazioni 

(x — a)*-*- (y — (s — r)*— d’ — o, 
x — a -+- (z — c)z' — o , 

Z — c)z,— 0, 

per cui uno di essi rimarrà arbitrario, ossia moltissime 
saranno le sfere aventi un contatto di primo ordine 
con una superficie nello stesso punto di essa. 

Dalle tre equazioni esposte cavasi facilmente 

a~x-+-dz' : J/(i-+-z , ’-t-zJ), 
b=zy[-t- dz t : |/(t-4-z'*-s- z‘), 
e c~ z — d : l/(i 
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con clic si hanno i valori delle coordinate del centro di 
quella sfera, fm le moltissime di raggio d , e passanti 
per lo stesso punto della superficie , che ha con questa 
medesima superficie un contatto di primo ordine. 

Dimodoché, fra le moltissime superficie sferiche 
di raggio d od eguali tra loro,, e che passano per lo 
stesso punto della superficie qualsivoglia , quella al cui 
centro corrispondono le coordinate a, b, c, qui deter- 
minate, avrà almeno i suoi punti circostanti al comune 
colla superficie qualsivoglia, che si accosteranno a 
quelli di questa superficie medesima più degli analoghi 
punti di un'altra qualunque di esse superficie sferiche. 
E per questa proprietà , che la sfera determinata, chia- 
masi tangente la superficie qualsivoglia nel punto cor- 
rispondente alle coordinate .r, y, z particolari. 

a 19. Siccome i valori delle a, b, r, trovati nel para- 
grafo antecedente sostituiti nelle equazioni (5 ai^) 

P — x -+- (R — ziz'~o , Q — y -+-( fi — a)s < — o 
in luogo delle P, Q, lì, uè danno due, che sono sod- 
disfatte, qualunque sia la d; così il punto, al quale 
corrispondono le coordinate a, b, c, sarà nella retta 
rappresentata con queste medesime due equazioni ; cioè 
i centri delle sfere tangenti una superficie in uno stesso 
punto saranno tutti nella retta normale alla superficie 
nel punto medesimo. 

Quest’ ultima proprietà emerge anco dalle ultime 
due delle tre equazioni sciolte per avere i valori delle 
stesse a, b, c. 

aao. Non potendosi determinare una sfera, che abbia 
un contatto di secondo ordine con una superficie qual- 
sivoglia in un punto qualunque di essa , occorrendo 
per questo almeno sei parametri , mentre nella equa- 
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zi one della famiglia delle sfere ve ne sono al più quat- 
tro; per conoscere la curvatura in un punto qualunque 
di una superficie definibile qualsivoglia, converrà tal- 
volta procacciarsi una superfìcie di forma affatto indi- 
viduata , fra quelle meno difficili a costruirsi esatta- 
mente, e di variata curvatura; indi col metodo seguente 
scoprire le porzioni o plaghe di essa, che saranno ri- 
spettivamente suscettibili, quando essa sia opportuna- 
mente situata, di un contatto del second’ ordine nei 
diversi punti della prima. 

Si chiamino s, l, u le coordinate di un punto qua- 
lunque della superficie individuata riportata a tre assi 
ortogonali fissi invariabilmente ad essa medesima, c 
p, q, r le coordinate del punto stesso riportato ai me- 
desimi assi delle a:, y, s coordinate della superficie 
qualsivoglia. 

Dalla teorica delle trasformazioni delle coordi- 
nate risulta 

s~a-t-bp-*-cq-4-dr, 
t— e-*-/p-*-gq-*-hr, 
u~k-\-l p mq -+-nr, 

dove le dodici quantità a, e, k, b,f, l, e, g, ni, d, h, n 
sono costanti, c le ultime nove hanno fra loro le rela- 
zioni rappresentate colle notissime sei equazioni , per 
cui tre sole di esse sono arbitrarie. 

La equazione della superficie di forma indù i- 
duata, riferita ai tre assi fissi ad essa, sia 
F(s, t, u) = o; 

c quella di essa medesima, quando sia riportata agli 
assi delle x, y, s, sarà 

F(a-t-bp-t-cq-t-dr, e -+-fp -*-gq-*-h r, k-*-lp-*-mq-+-nr)—o. 
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Per la esposta teorica dei contatti , allineile la su- 
perfìcie di forma individuata abbia un contatto di se- 
cond’ ordine colla qualunque nel punto corrispondente 

alle coordinate x,y, z, le dodici costanti a, b, n 

dovranno soddisfare le sci equazioni seguenti 
Fia-y-bx-y-ey-y-dz, e-y-fx-y-sy-\-hz, k-t-lx-y-my-i-nz)~o, 
F'= ro, F,—a, F"= o, F',= o, F u ~o 
dove le F' , F,, F", F',, F u esprimono al solito le 
derivate pariiali prese rispetto alle x, y della quantità 
F (n-*-bx-y-cy -y-<h, e-y-fx-y-gy-y-hz, k-y-lx-y-my-ynz ) , 
che contiene le x, y nel modo visibile ed anco nella s. 

Combinando queste sci equazioni alle sei notissime 
suddette, si avranno quei valori delle dodici costanti 
a, b, - - - m, n, ebe sostituiti nei qunttrinnmi 
a-*-bx-\-r y-y-dz , e-*-fx-y-gy-yhz, k-y-lx-y-iny-t-az, 
daranno quelli delle coordinate s, t, u corrispondeuti a 
quel punto della superficie individuata, circostante al 
quale vi sarà quella porzione o plaga di essa conformata 
più di ogni altra sua parte come quella della superficie 
qualsivoglia nel luogo circostante al punto cui corri- 
spondono le coordinate x, y, z; dimodoché, si potrà 
argomentare la curvatura di questa in questo suo lungo 
mediante quella della plaga determinata drU’altra; evi 
anco asserire che la superficie qualsivoglia avrà, al- 
meno una picciola porzione circostante al suo punto 
cui corrispondono le coordinate x, y, z particolari 
conforme o somigliante a quella aualogn porzione della 
superficie individuata , clic è circostante al punto delle 
coordinate s, t, u, più ebe a qualsivoglia altra parte di 
questa medesima superficie. 

La proposizione qui esposta si potrà sciogliere anco 
con ciò che si dirà nel 5 226. 

Tom. 1 ai 
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Farò qui una osservazione analoga ad una fatta 
per le linee piane (§ 176), cioè che la superficie rap- 
presentata colla equazione 


l—z -t-(p — X) z' H (p — x)’ z" ■ 


-(<7— r)*/ -Hp—xh—yW • 


(p- 


(p —x? 

a 5 


Z, -4-CCC. 


«/ . ip—x)(q—y)\, . 

-(<7 — XI tu'* : — —■ 2 „-t-etc. 


+ ^7y-*w+««- 

ove il secondo membro sia, così continuato sino a quei 
termi ni, nei quali vi sono le derivate nesìme parziali della 
s e nei successivi, se pur vi sono, le p-x, p-y abbiano di- 
mensioni non maggiori di n, ha colla superficie qualsivo- 
glia un contatto dell’ordine n esimo nel punto corrispon- 
dente alle coordinate x,y; e che ciò si dimostra in tin mo- 
llo analogo a quello usato nel medesimo paragrafo citato. 

231. La equazione F(x,y, z, a)—o, ove la a esprime 
una costante arbitraria, rappresenti una famiglia di su- 
perficie: la F’(a)—o ne rappresenterà un’altra, come la 
sussistenza simultanea delle due 

F(x,y,z, a) — o, F’(a)~ o 
rappresenterà una famiglia di linee, il luogo delle quali 
sarà evidentemente la superficie avente per equazione 
la risultante della eliminazione della a dalle stesse due 
F— o, F’(n) — o. 

Sciolta la equazione F’(n)~o rispetto alla a ab- 
biasia— $x, X’ *)» e l’equazione di quest’ultima su- 
perficie cioè di quella nella quale vi sono le linee anzi- 
detto, sarà F(x, y, s, y (x, y, z)):zro. 

Per facilità si userà la equazione n ~xj/(x, y, z) in 
vece della F'(a)— 
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Ogni punto dello linea rappresentata eolie equazioni 

F(x,y, s, m) = o, y [x,y, t) — m = o, 

ove la m esprime un valore pi rii cola re dato alla a , è 
un punto di contatto di primo ordine tra le due super- 
ficie rappresentate colle 

F(x,y,z,m) — o, F(x,y,z.^(x,y,z))=o. 

Di fatto, dalla equazione 

F(x,y, z,^[x,y,z)) — o 

bansi per suederivate parziali, avuto riguardo che F’(y) 
è nulla, le due 

(iMt).(é (£)=,. 

(dF(x,y, z, $)\ (dF(x,y, z, t)\ (dz\_ 

v dy )*\ dz JW;- 0 ’ 

ma pei punti della linea anzidetta si lia adun- 

que, per questi punti della superficie rappresentata 
colla equazione F(x,y, z, ip(x, y, z)J~o, avranno 
luogo le tre seguenti 

F(x, y, z, ni) = o , 

( il F(x. y, z, m)\ ( dF(x,y , s, fdz\_ 

V dx dz ){dx) — °’ 

( dF(x, y, z, m)\ ( d F(x, y, z, m)\ (d z \ 

V dy dz )\dy)-°’ 

le quali significano, che per ogni punto della stessa 
linea le derivate (v") relative a questa super- 

ficie sono eguali alle analoghe per la rappresentata 
colla equazione F(x,y, z, m)~o. 
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La superficie rappresentata colla equazione risul- 
tante dalla eliminazione arbitraria a dalle due F ~o, 
F'{a)~o si chiama superfìcie abbraccian'e od invi- 
luppante ; ogni linea della famiglia rappresentata con 
queste due equazioni chiamisi caratteristica della stessa 
superficie inviluppante; ed ogni superficie della fami- 
glia avente per equazione la F~o si chiama superficie 
abbracciata od inviluppata. 

Così, la linea esistente nella superficie abbrac- 
ciale e rappresentata dalle tre equazioni 

F—o, F\a) — o, F"(a) — o 

ove la a è quantità da eliminarsi, si chiama spigolo di 
regresso della medesima superficie abbracciantc. 

Ogni punto dello spigolo di regresso della super- 
ficie abbraccinole è un punto di contatto di primo or- 
dine tra essa ed una sua caratteristica; giacché le deri- 
vate x', y', z' relative a questa linea sono date dalle 
equazioni derivate esatte delle due F~ o, F'(a)~ o 
prese nelle ipotesi , che a soddisfaccia la equazione 
F"[a)— o, e però le stesse di quelle relative alla ca- 
ratteristica rappresentata colle equazioni 

F—o, F'(a) — o 
per cui la a è costante. 

aaa. La superficie rappresentata colla equazione 
r- — f(p, q, a, b, c) — o abbia con quella rappresentata 
colla z — (p (x, y) — o un contatto di primo ordine, 
cioè i parametri a, h, c siano quelle funzioni delle x,y 
date dalle equazioni (5 a 1 4 ) 

#(•*■• x) -/(•*■> y, a, /•) - 0 , <p'(x) -f(x) = O, f(y) -f'(y) z o. 
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Colla equazione r — f(j>,q,a, b, c)—o , variando 
le x.y contenute nelle a, b, c, avransi le equazioni di 
altrettante superficie tangenti tutte alla rappresentata 
colla z — <p(x,y)~ o; e se i valori delle x.y si limite- 
ranno a quelli soddisfacenti la equazione^ — ^(.r)=o, 
le superficie rappresenta te colle equazioni risultanti dalla 
r—f(p,q>a,b,c)-=o 

toccheranno evidentemente quella rappresentata colla 
z — = o lungo la linea, la cui projezione nel 
piano coordinato delle x.y è rappresentata colla stessa 
y — $[x)—o. 

Si indichi con f(x) o semplicemente con f la de- 
rivata totale della f(/>,q,a,b,c) presa rispetto alla x 
contenuta nelle ri, b,c, c nella ipotesi della y eguale 
alla v f " (a)- 

Se dalle due equazioni 

r — J(p> 7» rt > b > c ) — o — o 

si eliminasse la x, se ne avrebbe una tra le p,q,r, la 
quale rappresenterebbe la superficie inviluppante, men- 
tre la inviluppata è rappresentata colla prima di esse, 
ove la x esprime una arbitraria analoga alla a usata 
nel paragrafo antecedente; queste due superficie sono 
tangenti l’una dell’altra per tutta l’estensione della li- 
nea, la cui projezione nel piano coordinato delle p,q è 
rappresentata colla equazione j'~ o; per cui nella in- 
v lappante vi sono due linee, a seconda di una delle 
quali essa è tangente la superficie rappresentata colla 
equazione z — 'p(x,y)zxin, ed a seconda dell’altra lo è 
a quella rappresentata colla r — f(p,q,tr,b,c)xzo. 

Le projezioni di queste due linee nel piano coordi- 
nato delle x.y ossia delle p.q, le equazioni delle quali 
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Sali 

sono y — \p (x)xzo,J'(x) — a hanno una proprietà in- 
teressante tra le tangenti degli angoli fatti coll’asse 
delle xnp dalle rette loro toccanti al punto in comune. 

Di fatto, la equazione /"'” o dà per sua derivata 
rispetto alla p, nella ipotesi della q funzione della p, la 

ove f'{p)',f'(q)' esprimono le derivate delle f'(p), /'( 7) 
prese rispetto alla x comunque esistente in esse. Ma pel 
punto comune anzidetto le quantità p, q, f'(p), f(q) 

sono ordinatamente eguali alle r, y, 

come risulta dalle equazioni, che danno le a, b, <•; 
adunque sarà 




OVf: - 


X'(jr) esprime il valore della corrispondente 

anch’essn alla p ~ x\ cioè tra le tangenti trigonome- 
triche <p'(x), X'(x), che sono le suddette, avrà luogo la 
relazione seguente 

fe) - (eJ) + + 0 * {x] ) x ' w = 0 * 

che equivale evidentemente alla 

z" h- (^'h_ X') z > -\-z n yi'—o, 

la quale insegna, che la relazione delle tangenti trigo- 
nometriche y/, X' relative al punto comune delle sud- 
dette due linee dipende unicamente dalle derivate 
seconde parziali della z~(p(x,y), ed anco la sin- 
golarità che, ammettendo y~X(x) ossia y'—\'(x), 

avrebbesi tp’(x) pel valore della corrispondente 
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alla p~x\ cioè che le quantità \-'(x ) , \'(x), c però 
anco le lince olle quali si riferiscono, sono in certa 
guisa reciproche l’una dall’altra. 

I /equazione qui trovata comprende la fondamen- 
tale della teorica di quelle tangenti la superficie rap- 
presentata colla s — p (x, y)~o, che sono chiamate 
conjugnte dal sig. eli. Dupin , dal quale fu dimostrata 
pel caso che la superficie rappresentata colla equazione 
r — •/(/>, (j, a, fi, e)~o sia piana. 

aa3. Fra le infinite lince esistenti nella superficie 
rappresentata colla equazione z — <p(x, y)~o , e che 
passano pel punto di contatto di essa con un suo piano 
tangente, le due date dalla equazione 

s"+j:;/-+-!,y'=:o, 

ove la y' si riferisce alle loro projezioni nel piano coor- 
dinato delle t, y, hanno almeno le parti prossime al 
punto comune, che sono prossime al piano tangente 
più delle parti analoghe delle altre. 

Siano x, y(x), p(x,y(x )) le coordinate di una 
qualunque di queste linee, c saranno x-+-o,y(x -+-»), 

<p(x-4-o,y(x-*-o)) ossia x-*-o,y-+-oy'-+-^y"-t-crc., 

<p-*-o{(p'-*-y' $,) — {$"-+- <P‘, <p,y‘ì ■+■ «*• 

quelle di un altro punto qualsivoglia di essa ; e però la 
distanza di questo punto dal piano tangente sarà 

<f— x<p'— yp,+(x + o)<p'+y(x + o) f, — tp(x+o, j(.c+«)) 
diviso per |/( i f- ijt; ) 

doè - 
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ove i termini ommessi contengono almeno ©\ Ma per 
le due linee suddette il coefficiente della «* è nullo vi- 
sibilmente; adunque (5 i5a) i punti di queste due linee, 
almeno quelli circostanti al comune, saranno prossimi 
al piano tangente la superficie più degli analoghi 
delle altre. 

aa4- Volendo scoprire se avvi superficie di una data 
famiglia , la quale abbia un contatto di primo ordine 
con una individuata per tutta l’estensione di una linea; 
ecco come si potrà procedere. 

I.a z — ip(x,y)~o rappresenti la superficie indi- 
viduata, eia r — f(p,q,a,b,c )~ o quella della fami- 
glia alla quale deve appartenere la richiesta: perchè una 
di queste abbia un contatto di primo ordine colla pri- 
ma, le costanti a, b,c debbono soddisfare le tre equazioni 

$ (x,y) -fx,y, a, b, c) - o, f(x) -f'(x) - o, f(y) -f(y) =o; 

ed affinchè il contatto abbia luogo per tutta la esten- 
sione di una linea, le a,b,c dovranno evidentemente 
soddisfare anco le equazioni 

f(x) f(y)y'—f'(x) —f(y)y'— o, 

f'+y'f-f'-y'f 

fé —yjéé— o 

che sono le derivate delle tre antecedenti , e dove l'y* 
si riferisce alla projezione, nel piano coordinato delle 
x,y, della linea di contatto. 

La prima di queste ultime tre equazioni è eviden- 
temente contenuta nelle <p'(x)-f(x)zo,<p'(y)-f r (y)z o 
antecedenti; e però le a, b, c dovranno soddisfare, oltre 
le prime tre, le sole due seguenti 

(fé -r.)/= » , fé -/: - (fé -f.é)y= « . 
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ovvero una di queste e la risultante della eliminazione 
della y da esse , che è 

w-f') (&/-/;,) - w -/;>■= 

la quale dovrà riescire identica ovvero dare per y lai 
valore , dopo avervi costituiti quelli delle a, b, c cavati 
dalle <p — f— o, (f — f— o, <f t — f,— o, da soddisfare 
una delle due antecedenti. Questo valore deliaco quello 
che avrassi con una di queste medesime antecedenti farà 
conoscere la linea a secondo della quale la superfìcie 
appartenente alla famiglia suddetta toccherà la indivi- 
duata. Analogamente si procederà , quando il contatto 

debba essere di secondo, di terzo, ordine, cioè d’un 

oixline superiore. 

Talvolta, la famiglia delle superficie, .alla quale 
deve appartenere la richiesta , non è rappresentata con 
una sola equazione fra le sue coordinate, ma bensì con 
due o più, nelle quali vi sono oltre le coordinate altre 
quantità da eliminarsi. Darò di questo un esempio re- 
lativo alle superficie sviluppabili , ritenendo, che una 
qualunque di esse sia il luogo di tutte le rette tangenti 
di una medesima curva. 

Si chiamino s,t,u le coordinate della curva, p,q,r 
quelle della superficie sviluppabile ; e si ritengano le 
x,y,z~(p(x,y) per le coordinate della superficie qua- 
lunque. 

La superficie sviluppabile si terrà espressa colla 
equazione 

r—{p — s) u'-t-n, 

ove la .* vi è nel modo visibile, nella t/(?) non che nella ed 
ossia te'(r), ed esprime quella funzione delle pedata dalla 
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vale a dire, *i rappreseti terà colle due equazioni 
r—(p — s) «'-4-K, q — (p — s) 

ritenuto che la s è quantità da eliminarsi. 

Affinoli?! la superficie sviluppabile sia tangente la 
qualsivoglia nel punto corrispondente alle coordinate 
x,y,s, debbano essere soddisfatte le due equazioni 
z~(x — s) u’- 4 - u,y~(x — s) t'-h t, 

ed anco le loro derivate prime parziali rispetto l’ una 
alla x e l’altra alla y, che sono 

0 £)= ,X_ ' K '(£) •=<?-*{£)• 

le quali danno, eliminando le^^\ ^~-^,le seguenti 

(dz\ .u" f dz\ u" 

\di)= U ~ t ^ \d})=-ì*’ C,0ele 

*(x, y) -+- l'X(x, y) — u'—a , \(x, y) t"— u"z r o 
ove le funzioni st, X sono poste in vece delle derivate 


^), Vaile a dire, per la superficie sviluppa- 

bile tangente in un punto alla qualunque saranno 
identiche le quattro equazioni seguenti 

<p(x,y) — [x—s)u'—u=:o,y — (x — s)t'—t=zo, 
sr(x,y)-i- X(x,y)t'~ u'~o, \{x,y)t"— u"— o. 


Sia y—ip(x) l’equazione di una projezione di quella 
curva lungo la quale la superficie sviluppabile dev’es- 
sere tangente alla qualsivoglia : l’altra equazione della 
medesima curva evidentemente sarà zz=.fp(x, y 
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Per questa superficie sviluppabile le equazioni, 
dianzi esposte, si riducono 

gf(x,$x))— (x— *)«'— u=o, iP(x) — (x— j) i— /— o, 
jr(x, #r))-i-X(x, #r)) t'—u'—o, X (x, $x)) t " — u"=io , 
le quali dovranno sussistere, qualunque sia la x; e 
però con esse sussisteranno anco le loro derivate prese 
rispetto alla medesima x. Ommetto le equazioni deri- 
vate delle prime due , perchè sono contenute nelle ul- 
time due di esse, ed espongo le derivate di queste, 
che risultano 


sr'(x) + (x) + (V(x) + X'($f(x)} t'+(Xt"~ u")t'(x)=o, 
(X'(x)+X > (^(x))<"+(Xt"'-u"y(x)=o, 
dove il simbolo s'(x) esprime la derivata totale dellu s 



queste ultime equazioni equivalgono alle 


Dimodoché, per la superficie sviluppabile di cui si par- 
la , dovranno essere soddisfatte le quattro equazioni 
dianzi esposte ed anco le due seguenti 

/ */ *// V( x ) — (t>) s '(x) = ° » 

*" ■+■ •+■ ?(*)) ■+* f(*) ?(*) z„ — O. 
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Queste sei equazioni rappresentano le proprietà, che deb- 
bono avere le quantità t'(s), u'"(s) 

relative allo spigolo di regresso della superficie svilup- 
pabile e la ip'{x) relativa alla linea di contatto di essa 
colla qualsivoglia: visibilmente l’idtinia di esse è analoga, 
anzi un caso particolare di quella già esposta nel § iaa. 

21*5. Siccome non si può determinare una sfera ($ 220 ), 
che di tanto si adagi ad una superficie qualunque , che 
dalla uniforme curvatura di essa si possa argomentare 
quella della superficie medesima; ed è difficile non solo 
la scelta ma anco l’effettiva costruzione della superficie 
di forma individuata contemplata nel paragrafo qui ci- 
tato, non che il formarsi una idea della curvatura di 
una di altre superficie particolari , che si possono ap- 
prossimare in ogni punto ad una qualsivoglia, che dalle 
curvature di esse si possa argomentare quella della 
qualsivoglia medesima; così per menomare tale man- 
canza , passeremo a trovare quella , fra le molte sfere 
tangenti una superfìcie in uno stesso punto, alla quale 
si accosta una curva esistente nella superficie medesima 
piìi clic a qualunque altra di esse sfere. 

La linea esistente nella superficie rappresentata 
colla equazione z — <p(x,y)~o sia quella, die lui per 
projezioue nel ninno coordinato delle x, y la espressa 
colla equazione y — f(x). 

r Essendo z = <p(x, ’/($), y =f[x) 

le equazioni della linea esistente nella superficie , la 
equazione tra le P, Q, R coordinate rettangole del 
piano normale ad essa (§ i<j5) sarà 

P-*+(^-/(*))/'(*)+(*-«(g»'(*)+ ^ ( /V»)= o, 

ossia P-x+(R-z) J5'(x)+ ( Q ~y +(R-<z) <p'(y)^/'{x)=zo 
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Li quale insegna , cbc la normale della superficie giace 
nel piauo normale della linea, qualunque sia la J"(x). 

Da ciò discende, die le sfere tangenti la superficie 
sono di quelle, le quali hanno un contatto di primo or- 
dine colla linea esistente in essa (§ ai 3 ) ; e però, la sfera 
richiesta, sarà quella tra le tangenti la superficie, la 
quale avrà un coutatto di second’ ordine colla linea 
medesima. 

L’equazione della famiglia delle sfere tangenti la 
superficie si ritenga 

( P - «)*-+- (q - b)'+ (r- cy - d‘ = o ; 
c si avranno tra i parametri a, b, c, d le tre equazioni 
{x — rt)*-+- (y — //)’-+- (3 — c)‘ — d‘= o , 

x — (i — 1— (3 — c ) o , y — b - *-(3 — c);'r:o. 

La sfera richiesta dovendo avere colla linea rap- 
presentata colle equazioni z~(p(x,y), y~f(x ) un 
contatto di second’ ordine, i suoi parametri a, b, c, d 
dovranno soddisfare le tre 

{x-a)'+(y- b)'+ (s - e)*- d *=o, , 

X-a + (y- b)y+ (3 - c) (z’+y * y )=o. 


1 +y>\( z ’+yz l )‘-> {y-b)y+(z-c)(z"+2z' t y+s l ,y , +zy‘ ')=o, 


ove le z', s / , z", sj , z tt esprimono ordinatamente 


(È)- ($)> (a?)- (e^)* (37) 


ziali ; e però , siccome le prime due di queste equazioni 
sono soddisfatte per le tre sopra esposte , così la sfera 
richiesta, sarà quella i cui parametri soddisfanno le 
quattro equazioni seguenti 
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(x — a)‘-t- (y — b)'~¥- (c— *)*— d'~o, 
x — a-t-(z — c) z'—'o , y — b~t~(c — z)z,— o, 
i -4-y-t- (z '-*-/*/-»- (z-c)(z"-y. a z,,/*) — o , 

l’ultima delle quali è la terza delle tre ultime trovate , 
ommessa la sua parte (y-b)y"+[z-c)z l y", perchè nulla. 

Queste quattro equazioni danno evidentemente 

« =*-*- ( i+/+ (*'-+-/*, r) *' : (2"-+- a »;/+ ), 

i =/-*- ( t-+-y-+-(s'-H^'z ( )’) z, : (z'^az'/H-z^y), 
c = z — ( i-4-y*-t-(s / -+-ys / )‘) : (z"-s-as'/-Kz // y), 
</ = ( 1 +y + (z'+ zyy) i/( 1 + z'% s ;) : (z"+ a =;/+ z„y ). 

Se la y—f(x) rappresentasse la projezione, nel 
piano coordinato delle x, y, di una linea piana esi- 
stente nella superficie ed il cui piano passasse per la 
retta normale della superficie medesima , nel valore 
del d, avrebbe»! il raggio di curvatura della linea stes- 
sa ; come è facile a dimostrarsi cd anco a concepirsi 
senza dimostrazione dopo le cose esposte. 

226. Il valore del d raggio della sfera avente un 
contatto di second’ ordine colla linea, che ha per pro- 
jezione quella rappresentata colla equazione y—/(x), 
cambierà al cambiare la f(x)~y' , ossia cambiando 
la linea stessa: troviamo quella o quelle tra queste linee 
cioè la y 1 loro corrispondente, alle quali corrispondono 
i massimi o minimi valori di d. 

Il metodo diretto per trovare i richiesti valori 
dell’^ sarebbe quello di desumerli dalla equazione, 
che si avrebbe , eguagliando a zero la derivata presa 
rispetto aliy del sopra esposto valore del d ; ma per 
semplicità risaremo il metodo seguente. 


Digitized by Google 


I’er essere 


DI CALCOLO SUBLIMI! 


355 


il (s e) [/( I ■+• sj) » 

i valori mossimi o minimi del d corrispondono ai mi- 
nimi o massimi della e ; e però i valori della y' corri- 
spondenti a questi della e saranno i richiesti. 

Essendovi tra e e la y' la equazione 

l'altra equazione, che combinata a questa darò i valori 
richiesti della y' ed i corrispondenti della c, sarà (5 l4B) 

y-+- */-+-(*;-+- ’,y ’) (=—<•)— o : 

anzi, essendo evidentemente la prima equivalente alla 
i h- s"-4- (*"-+- z\ y) ( z — c) -4- 

-+- j/-+- (-■+■ z <y) =/•+- (=j;-+- z „y) ( z — c )jr / =° 

essa si riduce 

1-4- s'*-4- Z, z'y- 4- (z"-4- z' t y) (z—c) — O ; 

c però le equazioni, colle quali si potranno avere i 
valori delle c, y, saranno 

(z — c) zJ-4-z' =/ - 4 -(i-+- z) -+- (s — c) z,)y= o , 
(z-c)z"- 4-I-*-z'*-4-(z' Z, -f- (s — c)sj)y=,0, 
che sono visibilmente le derivate delle due 

y — b -4— (z — c)z,— o, x — a-t-(z — c)z' — o 

c però facilmente richiamabili. 

Eliminando la c ossia z — c dalle due equazioni, qui 
trovate, trovasi la 

Ay"-By>- C-o, 
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dove A =(i-+- zl)z' l — z'z / z„, 

z?=(.-i-o */-(*-*-*;)*". 

C z=. ( i -i- s") z', — i! z, z", 
la quale somministra 

y=(B±[/(B'-*-/iAQ):*A. 

Questo valore della y' dà 

(^S'+V+zyy) : v+^y+z,,?') 

eguale ad 

(E ± 4 AC)) : a(a''*„— *;*), ove 

E — z t z\ — ( i — ~’)z /, — (i ■+■ *;)*"; 
c per tanto sarà 

d=(E±\/(B’-+-4Aq)\/(,+z”->-:]):2(z"z / ,-z'‘), 
cd anco a=x-+-(E±y(B’-+-4AC))z' : a(z"z„ — zj‘), 

b=y+(E±V(B'+WC))zr.*V\t-<)> 

e c—z — {E±\/(B , ^.4AC)) : a(3%— zj*). 

Concludiamo adunque, che, le linee le cui proie- 
zioni nel piano coordinato delle x, y, sono rappresen- 
tate colle equazioni 

y=~ A (B+]/(B‘+UQ), W+HAC,), 

o meglio colla sola 

Ay'—By—c— o, 

sono fra le moltissime esistenti nella superfìcie, quelle 
della massima o minima curvatura sferica. 

Queste linee si chiamano linee di curvatura , ed i 
corrispondeuti valori di d raggi di curvatura , della 
superfìcie rappresentata colla equazione z = <p (x, y). 
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Aei vaiol i degli a, b, c ovvero nelle tre equazioni 
x — a-+-(s — r) z' — o, y — b-+-(z — c)z t ~ o, 
— ='*) (z — c)*— E(z — c)+n-:'’4-:;=o 

sostituendo (p (x, y) in luogo della a, ed eliminando le 
x, y dalle tre risultanti, si avrà una sola equazione 
tra le a, b, c, la quale rappresenterà il luogo dei centri 
delle sfere massime o minime di cui «si parla. 

Le linee di curvatura di una su|)er(ìcie$ono molto 
interessanti sì per la teorica che per la pratica, e però 
credo bene di esporre alcune loro proprietà. 

ii’]. Si chiamino a, (i i valori della y 1 corrispon- 
denti ad esse, cioè le radici della equazione 

Ay'* — By — C~ o: sarà a -t- — , ed a£ì — — 

Zi 

Egli è evidente, che lo equazioni della retta tangente a 
quella di queste linee,’ per la quale si ha y~a, sono 

q—y—(l’ — x)a, r — z~(p — x)(z’-¥-az i )-, 

l 

c quelle della tangente l’altra, per la quale bassi 
f—P, sono 

q—y — (p—x)[l, r — z~(p — x) {s'-t- £ z ) ; 

e però il coseno dell’ angola compreso da queste tan- 
genti sarà una frazione avente il denominatore in ge- 
nerale finito ed il numeratore eguale ad 

i -h (:'+«:,) cioè ad 

i i)«£ 

e conseguentemente od 

—^Bz'z, — (n-zJ)C-+-(i-+-z' J ) 

Ma pei valori delle A, B, C quest’ ultima quantità è 
Tom. I. aa 
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evidentemente nulla; adunque l’angolo compreso dalle 
due tangenti anzidette, die è lo stesso compreso dalle 
linee di curvatura della superficie, sarà retto, o ciò che 
significa lo stesso, l’ima linea di curvatura sarà per- 
pendicolare all’ altra. 

Sostituendo nella equazione 




■(f>^)=;+=„?i7=o, 


che è la proprietà delle tangenti conjugatc (5 121), 
in luogo delle <jf, 1}/ i valori delle a, fi , si ha 



C 

A 


*// — o, 


ossia Az" -4- Bz\ — Cz a ~o 


la quale pei valori delle A, B, C e identica ; e però le 
lince di curvatura di una superficie saranno di quelle , 
che hanno le tangenti conjugato. 

228. I luoghi dei centri delle sfere tangenti di una 
superficie ed aventi un contatto di second’ ordine Con 
una linea della sua massima curvatura, ovvero con una 
della mininri*curvatura, sono rispettive loro sviluppate. 

Le coordinate a , b, c di questi luoghi ed il rag- 
gio d corrispondente hanno le proprietà di soddisfare 
le cinque equazioni 


(x — a) — 3 )*-+- (z — r)*— d’ = o. 


a — x-+-(c — :) z'~ o , y — 3 -+-(s — c)z~o , 


(='-+- ’) V -+-(*/ *♦* =///) (:—r)=o, 

1 -+- (z'-+-y z ( ) s' yt z "-+-y =;j (5 — <•) = o ; 

vale a dire, le a, 3 , c sono, per ogni line i di curvatura 
di una superficie qualsivoglia, tali funzioni della x, 
che soddisfanno queste medesime cinque equazioni. 
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La seconda e la terza derivate danno le due 
z'— y z ) z'-+- (c— z) (z"-f -/z') = o, 
V-y-+- W— z'—y'z) z,-4- (c— z) (z; -h/zJ = 0 , ossia 
a' - 4 - c' z' — ( i -t- (z'-t~y z)z'~ 4 - (z — c) (z"-4-_y y z()j ~ o, 
b'+c’z— (y+(z'-4-/z,) z,-4-(z — r) (s;-4-/aj) = 0 , 

le quali per le ultime due delle cinque anzi esposte si 
riducono alle semplici 

a'-+-dz' — o, i'-4-c'z ( ~o, 
die combinate colla seconda e terza somministrano le 

( da\ a — x ( db\ b — y 

Tc)—i^ 7’ v^;— ^7’ 

le quali significano, ebe la retta, della quale è parte d, 
è tangente le curve le cui coordinate sono a, b, c, e 
propriamente nel punto corrispondente a queste mede- 
sime coordinate. 

Così , la prima delle cinque equazioni suddette dà 
dd'^=(a—x)(n!— 1 )-t -(b —y)(b'—y )-4-(t'— z)(d— z'—y'z,) 
ossia 

dd'—(a— x) ei'-t- ( b — y) b’- 4 - (c — z)d, 

per essere a — x-4-(c — z)z'-4-(i — y-4-(c — z) z ; )jc' 
nulla , stante la seconda e terza già usate. Ma dalle 
due equazioni 

a — x+(c — z)z'zro, a'+c’z'—o, si ha x — a~ Z -- a’; 
e dalle 

j - c 

b — y+(c — z) z — o, b'+dz— o, bassi y — b~ ■ ^ V: 
valori, che, sostituiti nelle equazioni 
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d‘=(x- *)•-*- (y - (* - c)*, 

dtl'—\a — x )a'-t-(b — y) b'- 1— (c — sjc' 
somministrano 

d — 1/ («'■-+- W), <M'z= ÌÌLL'(rt' *-♦-&'*+. </*); 

adunque sarà 

Vale a dire, ciascuna delle curve aventi per coordinate 
11. h, < lia colla corrispondente della massima o minima 
curvatura due proprietà analoghe a quelle dimostrate 
nei paragrafi 189, 190 per le linee piane, o ciò die si- 
gnifica lo stesso, le prime di queste curve sono rispetti- 
vamente sviluppate delle seconde ; e conseguentemente 
si potranno queste descrivere con facilità , quando si 
conosceranno le prime. 

229. Dalla prima proprietà esposta nell’ antecedente 
paragrafo emerge che, le l'ette normali della superficie 
data, nei punti di una sua linea di massima curvatura, 
sono toccanti di una medesima curva; e però saranno 
tutte in quella superficie sviluppabile, che ha questa 
curva per ispigolo di regresso ed ò perpendicolare alla 
stessa superficie data. Così , le normali della medesima 
sqperficip data in quei punti, che sono in una sua linea 
di minima curvatura saranno aneli’ esse tutte in una 
superfìcie sviluppabile perpendicolare alla data eri 
aventa |>er ispigolo di regresso la curva, alla quale 
sono tangenti esse medesime. 

Gli spigoli di regresso delle superficie sviluppabili, 
analoghe alla prima qui nominata, sono in una super- 
ficie, die è il luogo dei centri delle massime curvature 
della data: così gli spigoli di regresso delle superficie 
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sviluppabili analoghe alla seconda delle medesime qui 
nominate sono aneli’ essi in una superficie, die sarà il 
luogo dei centri delle minime curvature della super- 
ficie data. 

Le due superficie, nelle quali esistono i centri delle 
curvatine della data, sono distinte l’una dall’altra, ma 
generalmente , sono esse foglie di una medesima super- 
ficie, per cui sono rappresentate colla stessa espiazione 
di cui si è parlato alla fine del paragrafo 227. 

Traviamo l’equazione del piano tangente di questa 
superficie nel punto corrispondente alle coordinate 
a, b, c. Terremo l’equazione di'questa superficie rap- 
presentata colle quattro seguenti. 

n — r-+.(c—z)p — o, h — y-*-(c — z)q — n. 


(c — z)r — t — p 1 -+-((c — s).t — pq)/—o, 

(c — s)s~ pq- 4 -((c— z)t— 1— q')y'~o, 
dove le x, y, y sono quantità da eliminarsi, dopo aver 
posto in esse le funzioni delle x, y valori delle z, 

/ dz\ ( dz\ (d’z\ ( d‘z\ M (d'z\ 

,r= \iix)’ <F= \dy} 'nS?/ t =\^} t= \d ? / 
e denomineremo P, Q, R le coordinate del piano 
tangente. 

Considerando le a, b , c funzioni delle x, y varia- 
bili indipendenti, l’equazione del piano, die è 


R—c=(P~a)(~ V 


si ridurrà (5 69) 


'W 


(?-/') 


($ 0 - 




a e . — tic 


a* b 


ove a’, a„ b\--- esprimono (Ì£\ - - 


u,y' 
Ax)' 
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J-e due prime equazioni, delle quattro colle quali 
si è rappreseti tata la superficie dei centri di curvatura , 
danno , per le loro derivate rispetto alle x, y le quat- 
tro seguenti 

a '+ pc'+ (c — 2) r — 1 — p o, !>'+(/(/+ (c— z)s — pq—o, 
<t,+ pc,+ (c — z)t — pq—o, b,+ qc,+ (c — *)/ — 1 — q‘— o; 

ed aggiungendo alla prima e terza di queste ordinata- 
niente la seconda e quarta di esse, moltiplicate per y* , 
liansi le 

a '+ b'y’+ [p + qy') c'+(c—»)r— i — p‘+((c— z) s—pq^/z= o, 

a^b,y , +[p+qy')c l +(c—z)t—pq+((c—z)t—i—q m )y , z=zo, 

le quali per le ultime delle quattro rappresentanti la 
superfìcie riduconsi 

a'-+ r b , y'-*-c'(p-*-qy’)=0, a l -y-b l y’-y-c l {p-y-q/) — o 
ossia a'-h-b' y 1 -\-c? t!~o, a,-y- b l y'-y-c,3/—o, 
per essere p-t-qy — z’. 

Queste due equazioni evidentemente somministrano 
(a'b l —a,b')y , y(a'c l -a l c')z'—o, a'b / -a l b'+(c J b l ~r l b') z'~o 

doè c ^~— c j — — ± ** e '~ da > — — y 

a'b—b'a— z' ’ a'h—U„— z' ' 
Quindi l’equazione del piano tangente richiesta, si 
ridurrà alla 

R — c— — (P — a) ~ — (Q — b) ~ ossia 

2 Z 

P — a-+~(Q—b)y-*-(R — c)z'—o, 

lo quale per essere a~x — cp-y-zp, b ~y — eq-y-xq , 
equivale alla seguente 

P-x-*-(Q-y)y-*-(R-z)z’=: o, 
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clic è visibilmente quella del piano normale alla linea 
a cui si riferiscono le x, y, z, y', z'. 

Ora si rifletta clic, il punto corrispondente alle 
coordinate a, h, c è nella foglia luogo dei centri delle 
minime curvature della superficie data , «piando le 
x, y, z, s',y appartengano od una linea della sua mi- 
nima curvatura, cd è nell' altra foglia ciò»'! nel luogo 
dei «otri delle massime curvature, quando le x,y, z, 
y', s' si riferiscano ad una linea della massima curva- 
tura della stessa superficie data; e si comprenderà che, 
il piano normale nel punto corrispondente alle coor- 
dinate x, y, z, alla linea della minima curvatura della 
superficie data ossia il piano determinato dulia nor- 
male di questa superficie c dalla retta toccante la sua’ 
linea della massima curvatura, b lo stesso di quello 
tangente nd punto corrispondente alle coordinate a, b,c 
della superficie luogo dei centri delle medesime curva- 
ture; c reciprocamente, clic il piano determinato dalla 
retta normale della superficie nel punto corrispondente 
alle coordinale x, y, z e dalla toccante della sua linea 
della minima curvatura è toccante nel punto cor- 
rispondente alle a, b, c della superficie luogo dei centri 
delle massime curvature della medesima superficie 
data ; ed anco , che tali piani tangenti l' una ad una e 
l’altro all’altra foglia della superficie luogo dei centri 
delle curvature della data sono pqrpendieolari l’uno 
all’altro, ed hanno i punti di contatto colla superficie 
dei centri nella stessa retta normale della data. 

Da ciò risulta, che i due piani contemplati nel 
principio dì questo paragrafo sono tangenti, per tuttala 
estensione della retta normale alla data c comune ad essi, 
alle due superficie sviluppabili, che passano por le lince 


544 LEZIONI 

corrispondenti della massima o minima curvatura 
della data; e però quelle, tra queste superfìcie svilup- 
pabili, ebe passano per le linee delle massime curva- 
ture di una superfìcie qualunque saranno ortogonali a 
quelle, le quali passano per le linee delle minime cur- 
vature di essa: proprietà molto interessante. 

Così, ciascuno di questi piani, come toccante di 
una superficie sviluppabile , b osculatore dello spigolo 
di regresso di essa (5 arò): «1 b perpendicolare al piano 
tangente la superficie dei centri nel punto stesso , ove è 
osculatore; c conseguentemente lo spigolo di regresso 
di una qualunque superficie sviluppabile analoga alle 
suddette sarà una linea geodetica esistente nella super- 
fìcie luogo dei centri di curvatura della data ; et! anco, 
le superfìcie sviluppabili, die passano per le linee delle 
massime o minime curvature della data saranno tan- 
genti la superficie luogo dei centri delle minime o 
massime curvature di essa lungo linee, le quali sa- 
ranno conjugatc (J ni) cogli spigoli di regresso di 
quelle superficie sviluppabili, che passano rispettiva- 
mente per le linee delle minime o massime curvature 
della stessa data. 

a3o. Siano <p', tp' due valori per la che entra nel- 
l’ultima equazione esposta nel paragrafo aa5, e ti, d t i 
corrispondenti del d, c si avranno le due equazioni 

d =( i -f- 2 z'z,f-+- ( i -hi') <p n )a: 

ove l’ a è posta in vece di J/(i-+-z , ’-4- z‘). 

Con queste due equazioni si possono- dimostrare le 
relazioni ili alcune delle quantità d, d, , <p', corri- 
spondenti a relazioni o proprietà date per le altre di 
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esse. Per esempio, se le due linee corrispondenti alle 
<p', if/ avessero le tangenti conjugate, avrebbesi la 
equazione 

• J'-*- z' (gS ' -+- y) -4-*^ <ft ip'—o, 

che combinata colle due esposte in modo da eliminare 
<p', e ij-' dà' la 

(*"*„— z',')(d-+-d,)-*-aE=o 

la quale esprime , che per due qualsivogliono linee a 
tangenti conjugate la somma d-t-d l ècostante. Così, 
se dovesse essere d :zr ti, , eguagliando tre loro i valori 
dei d, <7, esposti si ha unu equazione, la quale facil- 
mente riducesi alla seguente 

Queste relazioni dei valori del raggio il c delle 
tangenti degli angoli relativi alle linee, alle quali essi 
corrispondono, si possono desumere anco e immediata- 
mente da quelle dei diametri delle linee del secondo 
ordine. 

Si supponga il piano degli assi delle x, y paral- 
lelo a quello tangente la superficie, e si avranno 

p — o, (j — o, a — i , d ■ — * / , B — z tl z \ C — sj ; 

per cui la equazione, che dà i valori del d, ridurrassi 

d= ( i-+-r") : (*"-+- a *) , 

e quella , die dà i valori della y corrispondenti alle 
linee di curvatura, ridurrassi alla 

zjy *— (»„— *")y— < — °- 

Nella equazione z"x a ~t- zz\xy -+- z u y ‘ — i = o, 
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tra le x, y coordinate rettangole di una linea del 
second’ ordine riportata al suo centro, si pongano 
è : • V in vece delle x, y, dove 9 

esprime evidentemente il raggio vettore e £ la tangente 
dell’angolo compreso da esso e dall’asse delle x\ e si avrà 

9 '~ ( i— i— ^9’) : (s"+ji -+-"•/,$ )• 

I valori della /? corrispondenti ai due assi della li- 
nea soddisfaranno , siccome è noto , la equazione 

,3’ — z") fi — z\ = o , e quell i che corrispondono 

a due diametri eonj ugali di essa, che denomineremo , 
soddisfanno la seguente o. 

Ora, siccome le tre equazioni 

(«-+-/’) : {z"-±- az'y-t-z„y*), 

x’,y — (S/, — s")y — =i— °> z "-*~ ffl—o, 

di cui le prime due sano visibilmente le esposte dianzi 
r la terza è quella relativa alle linee aventi tangenti 
conjugate ($ aaa), contengono le quantità d, y' , (p\ y' > 
come le tre relative alle linee del sccond’ordine 

d’=(i-t-i9’): (z"-*-az; 1 9-4-z / ,0’), 

(s /; — *")&— *5— o, z"-*-(^-^^,)z',s-z;JJ ì =.o 

contengono le d*, /?, /?, , ,9,; così le quantità d,f, <p\ sf/ 
relative ad una superficie qualunque avranno relazioni 
o proprietà tra loro mialoghe a quelle delle medesime 

<>*, ?, P». 
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LEZIONE Vili. 

Dei contatti delle linee con una superficie, 
e delle linee corrispondenti nelle superficie parallele. 

o 3 i. Si dovrebbe ora parlare dei contatti tra- le linee 
ed una superficie, ma siccome una linea ha un contatto 
di un certo ordine con una superficie, quando la su- 
perficie lo abbia colla linea medesima, per cui le regole 
stabilite per trovare le superficie aventi contatti con 
una linea sono valevoli anco per rinvenire le linee, che 
hanno contatti dello stesso ordine con una data super- 
ficie; e d’altronde poche sono le proposizioni, nelle 
quali occorra la ricerca di una linea appartenente ad 
una data famiglia, c che abbia con una superficie indi- 
viduata un contatto; così, credo di limitarmi al solo 
caso seguente, facile ed implicito in ciò che si è detto 
al 5 ai 1; cioè, a trovare quella o quelle rette, che hanno 
con una data superficie in un plinto qualunque di essa 
un contatto di primo ordine. 

Le equazioni della famiglia delle linee rette siano 

q ~ ap b , r “ cp -+- d; 

e quella della superficie data sia s — F(x,y). 

Affinchè la retta abbia colla superficie un contatto 
di primo ordine, gli a, b, c, d suoi parametri dovranno 
soddisfare le due equazioni 

y — ax -4— b , 
ed anco la F'(x)+ F'(y)j 'xzz' 
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cioè la -*-o c, per essere r'= n, e c 

stante le equazioni della retta. 

Le tre equazioni , qui esposte, somministrano visi- 
bilmente tre dei parametri a, b,c, d. determiniamo gli 
ultimi, i quali risultano 

■=(kM£)' • j =‘-4My 

Quindi le equazioni delle rette richieste , cioè di quelle 
aventi colla superficie un contatto di priin’ ordine , 


saranno 


lo quali riduconsi alle seguenti 

q-y=n[p-x),r-z=(j^)^a(^(p-x). 

a5a. Queste ultime equazioni, contenendo la a tut- 
p' ora arbitraria, insegnano clic infinite sono le rette, 
le quali possono avere in uno stesso punto di una 
superficie colla superficie medesima un contatto di 
primo ordine. 

Essendo )-+-«(—)) In cotan- 

gente della inclinazione di una qualunque di queste 
rette col piano coordinato delle .r, y, il valore del- 
la a, per la più inclinata a questo piano, soddisfeci 

Vi'-*-") 

pnr 

\dx t 


l’equazione 


. Flirti) 

la a C ^ cr ^’ P 01 " ^' nce c*’** 0 * 1 '! 

nella superficie qualsivoglia ed inclinate al piano coor- 
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(linato delle x, y più di qualunque altra avrossi l’equa- 
zione (è) y— — o. Così per le linee conju- 


gate a questa si avrà (§ 122) 


(( 


/d’z \ /rfsN / d‘z \ (dz\ 

\dx‘J \dx) \dxdy) \dy) 


dz\( d 2 s \ 
dx ) \dxdjr ) 


C 


£)(£)H=°' 


ove la ip'(x) è per questa ciò , che la y è per le prime. 

■ Eliminando la a stessa dalle due equazioni tro- 
vate, si ha la sola 

r-, = 

la quale, non contenendo più la a, rappresenta una 
proprietà comune alle coordinate p, q, r di tutte le 
rette aventi colla superficie nello stesso punto un con- 
tatto di primo ordine; e siccome questa equazione è 
identica a quella del piano tangente (5 ai(i) della su- 
perficie nel punto di contatto tra essa e le rette; così le 
rette, aventi un medesimo punto di contatto di primo 
ordine con una snperficie, saranno tutte nel piano tan- 
gente la superficie nel punto stesso. 

a 33 . Si dimostra facilissimamente che, se le rette 
rappresentate colle equazioni 


q~ap-+-b, r~cp-t-d 

sono tangenti tli una curva, i loro parametri a, b, c, A 
considerati funzioni di una di quelle ordinate della 
curva, che corrispondono al punto di contatto, sod- 
disfanno la equazione 

a'd' — V d — o, 
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ove le derivate sono prese rispetto alla medesima ordi- 
nata oil a qualunque altra variabile; e pero la serie 
delle rette tangenti di una superficie lungo una linea 
per la quale sia y~y(x) e rappresentute colle equazioni 

q=pHr)-*-jr— xl(x), r— (z'-+- lzjp-+-z— x(z'-+- J.zJ, 


dove 1’ 3L(jr) esprime una funzione della x valore della 
a , saranno tangenti anco di una curva fuori della su- 
perficie medesima, purché sia identica la equazione 
seguente 

(z — — (ip — x?.)'(z’-t-?.z')'=o, cioè la ' 




la quale insegna che, la tangente la curva fuori della 
superficie e quella della esistente nella superficie mede* 
sima e per quale Lassi y — tp t (x) , sono conjugate l una 
dell’ altra. 

Se le rette rappresentate colle equazioni 


q — ap-\-b, r~cp -+- d 

incontrassero la superficie rappresentata colla z^z.F\x,y) 
in quei punti |iei quali y—\p(x), per cui b~ip — ojr, e 
d~t'(x, y) — ex, e però 


q— a p-t-y — ax, ed r — cp-t-F(x,ip)- — ex, 

c gli a, c altri loro parametri fossero funzioni delle 
x,j ~ V'f jr )> condizione necessaria, perchè siano esse 
tangenti di una medesima curva, sarebbe 


(u'+rt, ip’,(z'+z t y’-xc'-xc l \p , -c)~(i l +c l ip')(tf/-xa'-xa t \j/-o)~o 
ossia (a'z l -c / )y / ’+(ac / - ca l +a l z'+n'z,- c')\}/+ac’-cu'+a'z'~o. 
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dove z', z ( , n', - - - sono poste in vece di 

.(£)•(#)• (£)•-; 

Vale a dire, le sole incontranti la superficie allungo 
dell’ima o dell’altra delle due linee corrispondenti ai 
ìp{x), ossiano ip r (x) dati da questa equazione sarebbero 
tangenti le une ad una e le altre ad un’ ultra curva 
esistenti fuori della superficie medesima. 


Per esempio , se fosse a — —, , c~ ; , cioè se 

le rette fossero normali della superficie, avrebbonsi 

«'=^(z{z'-z /5 "), a-'iz.rJ-zrJ,), c'=t, C f=^ 
z z z s 

e però a,z,~ *,= (*'*, s M — (i-t-s,*) *{):*", 
ac, — ca,-+-a,z'-+-a' z, — c , —((i-t-z' , )z ll — 

ac >— a'c-*- a'z’= (( i -+- z") z' — s'z,#") ; z ' *; 


e conscguentemente l’equazione in y' sarchile la stessa 
Ay’* — By — C~a, esposta al paragrafo 226. Vale a 
«lire fra le rette normali di una superficie , le sole , che 
incontrano l’unao l’altra linea di curvatura di essa , 
sono anco tangenti di una curva fuori della superficie 
medesima, come si è già osservato ($ 229). 

a 3 q. I punti di due superficie parallele , i quali sono 
in una stessa loro normale comune, si dicono tra loro 
corrispondenti ; cosi le linee esistenti in due superficie 
parallele dicousi tra loro corrispondenti , «piando ogni 
punto dell’ una sia il corrispondente di un punto del- 
l'altra. Vediamo quali sono le linee corrispondenti tra 
loio parallele. 

Si immaginino due superficie parallele ed in esse 
due lince corrispondenti; e si chiamino x,y, z, ed s, 1, u 
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le coordinate di due punti corrispondenti di esse linee , 
ed « la distanza che bauuo l’ una dall' altra sì le linee 
die le superficie. 

Siccome le porzioni delle normali comuni alle 
due linee corrispondenti ed intercette tra esse sono 
tutte eguali alla n ; così le medesime linee col-rispon- 
denti saranno tra loro parallele, se tali sai-anno le rette 
loro toccanti nei punti corrispondenti. 

Le rette toccanti delle due linee nei punti di coor- 
dinate x, y, s, ed s, t , u essendo nei piani rispettiva- 
mente toccanti le superficie in questi medesimi punti, 
saranno tra loro parallele, se parallele saranno le 
loro projezioni nel piano delle x , y , cioè se sani 

(£)=(*) , ossia se avrà luogo la equazione 
t’(x) — y'(x)s'(x) — o. 

Dal parallelismo delle due superficie si ba 


Vi 




e l—y - 


ossia 


s—x- 


a 

e però salii 


z z 

n — , c l—y — n — , posto J/( i-i- z' 


l/(i-»-s"-t-s ;) 


„ , z" s'z"+5 / 5' , {Z'Z+z’z', , z',\ 

s'(x)-i-n-+ nz'-n- jj'(x), 

V ( z n z i z ,i +z ' z 'i \ H > z f z'z"+z. z\ 

' (•*•)=(/-« - « à + "V " *' ■ 

Sostituendo questi valori delle s'(x), t'(x) nella equa- 
zione t’(x) — y(x) v'(x) ~ o e facendo alcune riduzio- 
ni, si ottiene la 

((«-+- *v) z\ — v *'* / 2 // )y(x)*— 

((i-t-z'’)*,,— (i-+-s;)z")/(x)— (i-*-zr)x',-¥-zfz l z"=o. 
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che è visibilmente la stessa equazione (5 326) delle linee 
di curvatura della prima superficie. E per tanto, le li- 
nee corrispondenti parallele tra loro saranno le sol* 
linee di curvatura delle due superficie: proprietà inte- 
ressante, segnatamente per la stereotomia. 

255 . Porrò fine alla teorica dei contatti col determi- 
nare quella linea, fra le moltissime esistenti in una 
superficie e tangenti tutte una retta ove questa è toc- 
cante la superficie medesima, la cui incurvatura od in- 
flessione in questo punto è la raiuima rispetto a quella 
di qualunque altra di esse. 

Denominate x, y, z~ip(x, y) le coordinate ret- 
tangole di una linea , il raggio di curvatura di essa 
sappiamo (5 201) essere eguale a 

— : l/(y"‘+z"‘+(y''z'-yz'r); 

si dovrà per tanto determinare quella linea, esistente 
nella superficie rappresentata colla equazione zr=(p(x,y) 
e tangente la retta nel punto corrispondente alle coor- 
dinate x,y,z, perla quale il raggio di curvatura, 
ossia la espressione qui esposta, sia la massima. 

Le linee essendo tutte nella superficie, per ognuna 
di esse sarà 


e passando tutte pel medesimo punto della superficie, 
le derivate <p', <p t , <p", saranno costanti. Così, 

per essere le medesime linee tangenti anco la stessa 
retta in questo medesimo punto, saranno costanti pure 
le y, s'; e però il raggio di curvatura della linea ri- 
chiesta, sarà il massimo valore di 



» 
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dipendentemente dalla sola sua componente y", giac- 
cia la z" dipende dalla y” . Quindi la linea richiesta 
sarà quella, alla quale corrisponderà il valore della y " , 
che rende y"‘-+- z"‘-*-{y"z ’ — s "y)‘ minimo, ossia, che 
nnnulla la deiivata rispetto alla y" di questa quantità, 
la quale derivata è evidentemente il doppio di 



ovvero di ( 

(/="- *'/') (="- (/'*'- *W) (fy 

/dz"\ , /dz\ 

per essere J — <f(y) — ( — J ; e per tanto le 

coordinate della linea soddisferunno, oltre la equazione 
della superficie, anco la seguente 

alla quale visibilmente si può dare la forma 


ove la s esprima l’arco della stessa curva richiesta. 

’ Se l’equazione della superficie fosse F(x, y, z)— o. 


avrebbesi 



— y)~ e eonsegnenteniente 


la linea, meno incurvata ed esistente nella superficie 
rappresentata colla equazione F~ o fra quelle tin- 
genti la stessa retta, sarebbe quella soddisfacente anco 


la equazione / ,, '(z)^-^ — F'(y)(^j^ ~o. 

Questa linea ha molte altre interessanti proprietà, 
fra le quali i suoi raggi di curvatura sono perpendico- 
lari alla siq>crlicie, cioè essa è geodetica. 


Digitized by Google 


DI CALCOLO SUBLIME 


555 

Di fatto, le equazioni della retta normale alla 
superficie sono 

,_ x ^ (r _ 8) (g)-o, q-yMr - *)(^) = oi 

e le analoghe della retta di cui è parte il raggio di cur- 
vatura della linea, cioè quelle della normale principale 
di questa linea, sono 

P-X+ (/•-*)(//'+ W') : (z"-(z>S'-z'y)S)z o, 

n -y-( r -*) (r"+ '-*"/) *') : (z"-(<r"- *"/)/) =o; 

e però queste due rette coincideranno , se saranno sod- 
disfatte le equazioni seguenti 

y'+W'-*y)t'+( Z ''-(zy'-zy)s )(^ )=«, 

la prima delle quali si riduce alla seconda, ponendo in 

essa per 8 su0 valore z' — y' ■ dimodoché 

i raggi di curvatura di una linea esistente in una su- 
perficie saranno perpendicolari alla superficie medesi- 
ma, quando sia soddisfatta unicamente la equazione 
seconda delle qui esposte, la quale visibilmente è quella 
trovata superiormente per la linea della miniina in- 
curvatura fra le tangenti tra loro. 

Sostituendo in quest’ ultima equazione in luogo 
delle z", t! i loro valori, c sciolta la risultante rispetto 
alla y", si ha 

y"-=Z(r-*-iuy-*-t/')[p/—q) : ( i - h < 7 ’), 
dove p, q, r, u, t sono poste in vece delle 

(s?)> (37} q "" , ° , ” i ° re ,wia 
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ed il corrispondente della z" sostituiti nella espressione 


-' ,J : I/O" 


■l/V-AT) 


danno — s 1 ' [/(i-t- p‘-+-q‘) : (r-h- ?.uy'-+- e però 
il raggio di curvatura della linea trovata e quello della 
sfera avente un contatto di seeond’ ordine con essa e 
tangente la superficie (5 ?.a 5 ) saranno tra loro eguali , 
cioè il circolo osculatore sarà un circolo massimo di 
tale sfera. 

a 56 . Ora dimostrerò direttamente, che, gli spigoli 
di regresso delle superficie sviluppabili contemplate nel 
paragrafo 229 , sono linee geodetiche, cioè clic i loro 
piani osculatori sono perpendicolari alla superficie 
nella quale esistono. 

Si ritengano per le a, b, c, d, x, - - - i medesimi 
significati attribuitele nel paragrafo citato , e per le 
j>, q, r, s, t gli usati dianzi. Essendo a, b, c le coordi- 
nate della linea e il l'arco di essa, basterà, che sia sod- 
disfatta In equazione 


GMS)(fl=- . 


ove le derivate indicate cogli apici sono prese rispetto 
alla x una delle ordinate della curva rappresentata 
colla equazione 

Ay'—By-C— o; 


giacche la quantità ' (t)’ C ^ a,,a ^°S a » dove 

derivate si intendano tutte prese rispetto alla a, sono 
tra loro eguali. 

Dal paragrafo 229 si ha y' : (p-+-qy'), 

e dal paragrafo 218 hansi 
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h' d 

-=q:V{i-*-p‘-*-q'), j,=—i:V(l-4-p'-*-q'), e però 
{jp)=(U-*-p‘) ( ì'—P t >P') '■ ( , -+-/ J ’- + -'/’) T . 
(jì)=(pp , -*-<i'i') : {'-*- p*-+- nf > ossia 

(^) = (( ,+ P’) s -P 7 r+ (( t+ P‘) l ~P7 t )y ) ; ( 1 +P’ + 7'Y > c 

) = V/' 1 r 7 * (l> s 7 0/ ) i( »■ ■+■ /> ‘-H </ T 

per essere //= r-4- sjfy e q'~ s-\-ty' . 

Sostituendo questi valori delle^-^^, 

nella equazione a soddisfarsi, e fatte alcune facili ridu- 
zioni, risulta la 

((<+q , )r-pr ì r)y’-(l+p’)/-(l+7’) r )y-((t+p’)s-p7 r )-°> 

die è appunto soddisfatta , per essere la stessa 
Ay' a -By'-C=o. 


LEZIONE IX. 

Delle mim re dei corpi 
e delle superficie qualsivoglia no. 

Sol quadrilatero A MFC (fig. 5) suppongasi 
alzato un prismoide o cilindroide, elle aldini per al- 
tezza A\ c sui rettangoli M KQF, Il N QP due prismi 
ordinari cljc abbiano la stessa altezza^ egli spigoli 
paralleli a quelli del prismoide: .e chiamisi V(x) il 
volume del prismoide, f(x) l’area del quadrilatero 
AMPC,f(x) l'ordinata M P, ed a la PQ aumento 
ndeterminato della ascissa OP—x. 
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Il volume del prisinoide eretto sul quadrilatero 
M y QP ed analogo a quello avente f(x) per volume 
sarà V(x-*-o}—V(x), c quelli dei prismi ordinurj alzati 
sui rettangoli V KQ P, HN Q P, saranno 

of(x)A , of(x-t-o)A; 

c però siccome tra questi dev’ essere compreso il 
/ (jr -+-(.)) — /''(x); così (5 1 2 -j) sarà 

ovvero V —A (p. 

Vale a dire, il volume del prisinoide erotto nel quadri- 
latero A MP C sarà eguale al prodotto dell’area della 
sua base por la sua altezza. In generale, da questa me- 
desima proposizione desuntesi , elio il volume di un 
prismoide o cilindroide , qualunque sia la figura della 
base di esso, è eguale al prodotto della sua altezza per 
l’area della medesima sua base; ed analogamente , si 
dimostra anco, che il volume di un corpo piramidale o 
conoidale qualunque eguaglia il prodotto- di un terzo 
della sua altezza |>cr l’area della sua base. 

a58. Ora, si immagini un corpo qualsivoglia, cd al 
medesimo fatte tre sezioni piane e fra loro parallele, 
l’una individuata, un’altra avente da un punto dato la 
distanza x e la terza dalla stessa banda di questa ed 
avente la distanza jr-+-u dal medesimo punto dato, ove 
Yo esprime quantità indeterminata; e chiamisi p(x) 
l’area della seconda sezione e f^(x) il volume di quella 
porzione di cor|io, la quale è compresa tra questa sezio- 
ne e la individuata; .sarà <p (x-t-o) l’area della terza se- 
zione, e l'(x-*-a ) — F(x) il volume di quella porzione 
di corpo , ebe è compresa tra quest’ ultima sezione c 
1’ antecedente. 
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Cosi, si immaginino due prismoidi retti , una base 
di uno dei quali sia quella effettiva sezione del corpo, 
che ha per area <Jl(x), e l’ altra sia nel piano della terza 
sezione; ed il secondo abbia per unu base l’ effettiva se- 
zione di area <jf(x-+-w) e l’ altra nel piano della mede- 
sima seconda sezione : questi due prismoidi , le cui basi 
hanno per aree ijf(x), <Jf(x-+- w) , avendo entrambi l’al- 
tezza a, avranno per volumi 

o <p(.r j, t> tfl ( r -+- o). 

Evidentemente uno di questi prismoidi, almeno 
pei- i piccioli valori d’ o, è •minore e l’ altro è maggiore 
della porzione del corpo qualunque intercetta fra le 
ultime due sue sezioni; così la quantità /^(x-t-o) — f'(x) 
dovrà essere compresa tra le o(p{x), v<p(x -*-»)■, e con- 
seguentemente 127) sarà 

f'~'(x)—<p(x), ossia V— J f (x). 

Vale a dire, la funzione della x, che rappresenta il vo- 
lume del corpo compreso tra le sezioni individuata e 
quella avente la distanza x dal punto dato, ha per de- 
rivata l'area di quest’ ultima sezione; o ciò che significa 
lo stesso, il volume della anzidetta porzione ilei corpo 
qualunque sarà quella primitiva della $(x) presa ri- 
spetto alla x, che si annullerà, quando sia x eguale alla 
distanza della sezione individuata dal punto dato. 

Se il corpo fosse uno di quelli pei quali 
5t|z)~(i+ii+a , -HÌx , 1 cioè 1 area di una sua 
sezione qualunque fosse funzione algebraica, razionale. 
Intera e di terzo grado della x, si 'avrebbe 

J 0(*)= (0 M -+- ?(«)) a 3*(— T^ì) 

(S 87 ) qualunque siano ni, n. Vale a dire, il volume 
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della parte compresa fra due sezioni sarebbe eguale ad 
un terzo delia loro distanza, moltiplicata per la sema- 
io ninui delle aree di esse insieme ul doppio di quella 
da esssc medesime equidistante: ciò elle costituisce il 
così detto teorema di Torricelli 1 •elativo alle cubature. 
Anzi dal paragrafo 88 risulta anco , che siffatto teore- 
ma, lia luogo solamente |ici corpi le cui sezioni Iranno 
le aree funzioni algebnuche , razionali ed intere di 
terzo grado delle loro distanze da un medesimo punto. 

a 3 q. Se il corpo fosse quello eretto perpendicolar- 
mente sul quadrilatero A VP C (fig. 5 ), e che ha per 
faccia supcriore ossia opposta alla AMPC la parte 
corrispondente della superficie data dalla equazione 
F[x, ^): supposto O P—X, PM—y, risulterebbe 
(5 180) l’area della sezione eretta sulla linea P M, 
eguale alla primitiva della z= F(x,y) presa rispetto 
alla_y ed estesa dalla ^=0 alla Pl/rz f(x) , cioè 



; e però il volume di si(Tato corpo sarchile 


eguale alla primitiva rispetto alla x , che comincia 
colla xzzzOC, di quella funzione della x già primitiva 
della ~ — F presa rispetto alla y ed estesa da y—O sino 
aW' y^=.P N aie a dire sarebbe , posto OCzzjh, 



r/r od anco '=// Fdld *- 


purché nel trovare le primitive pai-ziali ahbiausi i ri- 
guardi emergenti dalle origini di esse; cioè, lo ripeto, 
trovisi la primitiva della F(x,y) rispetto aliatesi 
estenda dalTyrzo all’y^^x), indi si trovi della quan- 
tità risultante quella primitiva rispetto alla x, che si 
annulla coU’x=/». 

Anzi si osservi, che, per essere F la primitiva di i 
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presa rispetto alla s estesa dalla z~ o alla z~F ordi- 
nata della superficie, nvrassi 


'=///• 


d i <ly d z ; 


purché si prendano le tre primitive parziali estese con- 
venientemente. 

240. Si immagini quel settore solido, che ha il ver- 
tice nella origine delle coordinate e per buse quella 
porzione della superficie qualunque, la quale ha per 
projezione nel piano delle x, y il rettangolo , i cui lati 
sono le stesse ordinate x, y ; e chiamisi V il suo volu- 
me. Una leggera riflessione combinata colle proprietà 
espóste nei tre paragrafi antecedenti farà comprendere 
la equazione 


v=ff*d,j r - 

e che ha luogo qualunque siuno le x, y, e però con • 
essa avrà lungo anco la sua derivata seconda parziale . 
presa una volta rispetto alla x e l’altra alla y , la 
quale risulta 



xÌ—yz)-, 


e conseguentemente avrassi pure la seguente 

U—\ JJ (z— xz '—yz)dxdy. 

Anzi , questa equazione avrà luogo , qualunque sia la 
porzione della superficie qualsivoglia base del settore , 
come risultei-à dai due paragrafi che seguono. 

24 1. Passo a trovare l’area" di una superficie curva, 
supposto conosciuta la sua equazione e quelle dei suoi 
contorni. 

La superficie sia riportata ai tre piani xOz, tOy, 
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yOx (fig. u) tra loro perpendicolari ; M indichi un 
punto qiiahiiique di cs sa, X, y, z le coordinate OP , 
PQ , QM di questo pqnto; e sia z~ F(x, y) la equa- 
zione data della medesima superficie. 

Comincerò a trovare l’ area di quella porzione di 
superficie, die ha per projezione nel piano yOx il ret- 
tangolo OPQT, i cui lati sono x,y; cioè troverò 
l’area del quadrilatero curvo AMBC. 

L’area di questo quadrilatero, evidentemente cani- 
ina, cambiando il rettangolo OPQT òssia col variare 
le x, y, e per conseguenza sarà una funzione delle 
stesse x,y: chiamisi essa Q (x, y}. Così, si chiami u la 
Pp aumento indeterminato della OP~x, e 0 il Qq 
aumento della PQ—y pure indeterminato; c si com- 
piscano i due rettangoli QSpP, qspP. 

Essendo Q{x,y) V area di quella porzione di su- 
perficie, che corrisponde al rettangolo OPQT, i cui 
lati sono x, y, le aree di quelle porzioni della mede- 
sima superficie, le quali corri qiondono analogamente 
ai rettangoli 

OpST, PpSQ, Ppsq, QSsq 
saranno ordinatamente 

Q(x+o,y), Q(x-H>,y)~Q(x,y), Q(x-Hi,y+6)-Q(x,y+0), 
Q{x-*-o,y-*-0) — Q(x,y-+-d) — Q(x-t-o.y) Q(x,y). 

Quest’ultima quantità ($ 3^) è eguale ad 

altri termini nei quali gli aumenti u, 6 hanno almeno 
tre dimensioni. 
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La porzione di superficie, la cui area è l’ultima 
qui determinata, cioè quella che nel piano yO x ha 
per projezionc il rettangolo QSsq, sia il quadrilatero 
curvilineo MmNnLIKk : si conducano le rette M N, 
NL, LK, K M e la LM , e costruiscasi il parallelo- 
grammo M Vili porzione «lei piano tangente in M la 
superficie ed avente i vertici degli angoli l’ uno in UT e 
gli altri tre nei prolungamenti delle rette SN, qK, sL, 
che sono ordinate della superficie corrispondenti ai 
punti S, q, s. 

l^e tre superficie composte 1’ una dei due trian- 
goli rettilinei MLN, M L K ; l’ultra del quadrilatero 
MmNnLl Kk e dei segmenti MmNM, NnLN, LIKL, 
Kk \f K, e la terza dal parallelogrammo MVHI insie- 
me ai triangoli rettilinei /I IVA, MIK, ed ai trapozj 
pure rettilinei NVIIL, IIIKL, hanno tutte e tre 
Y estremo formato colle rette MN, NL, I K, K 1/, vol- 
gono le convessità dalla stessa banda , e la seconda ab- 
braccia la prima ed è abbracciata dalla terza ; e però , 
per un notissimo assioma, Varca della seconda sarà 
maggiore di quella della prima c minore di quella della 
terza, cioè la somma delle aree delle figure 

MmNnIAKk, MmNM, NnLN, Kk M K 

sarà compresa tra la somma delle aree delle M L N , 
M LK\ e quella delle 

M Vili, MVN, NVIIL, H1KL, MIK. 

Per essere TQ—x, QM—z~F{x,y) e QSzzzo, 
l'area del segmento MmNM sarà 

° F ’“*■ 7 F"-t-ecc. — ^ (F(x-*-o,y)-*-F[x,y)'), 
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che riducesi 

F" — ere. cioè z ’ — ecc. 

12 12 

Per una analoga ragione l’ area del segmento KkMK 
0' 

sarà z,. — ecc. Ma il segmento N nLf* è risotto 

,2 " 

all’ x-¥- o , ciò che il KkMK è rispetto alla x, ed il 
KLIK è rispetto alla y-*-0, ciò die 1’ M ni A M è 
rispetto allay; per cui le arce dei due A'/iIA, KLIK 
sono le quantità , che si hanno , cambiando nelle 
espressioni 

0 5 6» 3 „ 

z . — ecc., z" — ecc. 

12 12 

la .r in x-t-u nella prima, e la y in y-*-0 nella se- 
conda; quantità, i cui sviluppi ordinati secondo le po- 
tenze degli <u, 0, hanno per primi tennini le stesse 

0’ s> ! 

— ecc., z' — ecc.; 

12 " 12 

adunque la somma delle aree delle figuic MmNnLI Kk, 
MmNM, KnLK, 1.1 KL, KkMK, che è la prima delle 
tre somme suddette, sani 

« 0 Q' t -t- A , 

ove la A contiene gli aumenti u , 0 almeno a tre di- 
mensioni. 

Passo a trovare la somma delle aree dei due trian- 
goli rettili nei MLN, MLK;.e comincio con quella 
del primo. 

Questo triangolo ha per projezioui ortogonali sui 
tic piani coordinati dellè x, y ; X, s ; j, z triangoli, le 
cui aree evidentemente sono 
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« QS ■ Ss, • QS(Ls-NS), * (NS—MQ}Ss, 

ossia {od, \o(l''(x-i-o,y-+-d) — F(.r-+-o, 0)) , 

• * 0(F[x -i-«, y)—F(x,y)), 

. , o0 od oO 

cioè — , — (z.-i-ecc.), — (z'-t-ecc.l; 
a 2 2 


e però l’area di esso sarò 

. /o’# 1 o’O’ / o 6 * \,\ » 

v br ^ x ecc ) ) ’ 

che rido cesi ad 


ì o0^(i-t-z ,, -t-z;|)-4-ecc. 

.Similmente trovasi l’area del triangolo MLK eguale ad 
£ o 0 £/( i -+- z'*-4- zj) -t-ccc. : 


i termini ommessi sì in questa che nella antecedente 
espressione contengono gli o, Malmeno a tre dimensioni. 

Quindi la seconda delle medesime suddette som- 
me, cioè la somma delle aree dei due triangoli M LN , 
MLK, sarà 

O0[/( I-t-z'*-!- Zj) -+-/?, 

ove lì contiene gli aumenti o , 0 almeno a tre 
dimensioni. 

Essendo r — z ~(p — x)z.'-*-(q — y)z, ($216)' 


l’equazione del piano tangente in M la superficie, e le 
rette SV, sii i valori della ordinata r corrispondenti 
all e p — x-b-o, e q —y\ e p — x -+- o, q xxy 0 , sa- 
ranno esse rette eguali alle quantità z-t-oz', z-f-oz'-t -0z t ; 
e però, per essere VN~f 'S — NS, ed HL~Hs — Ls , 

o* 

sarà V N—z-\-oz ' — F(xs~o,y)^£ i -z" — ecc., «1 

o‘ 0* 

HL — *" — oOz', z.. — ecc. ; 

2 2 " 
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e conseguentemente l’area del triangolo MVN , die è 
il prodotto \ u ■ 'V A’, risulterà 
w 5 

- — 7 z" — ecc. , , 

4 

e ij nella del trapezio N V //A, che è 1 0 (A T H-i-LII), sarà 


o'O 


o 0 ‘ 


T?(< -ecc. 


espressioni nelle quali gli aumenti o, 0_ hanno almeno 
tre dimensioni: una analoga proprietà ha luogo per le 
aree del triangolo MI K e del trapezio HIKL. 

Per essere QSsi\ projezione ortogonale del paral- 
lelogrammo MVJI 1 , ed — 77 75 77 il coseno del- 

l’angolo diedro fiuto da questo collo stesso QSsq , il 
prodotto dell’area di M Vili per 1 : J/(i-+- zj) 
eguaglierà l’area di QSsq, la quale è od ; e pero 1 arca 
del parallelogrammo M V HI risulterà 

• «0 l/(i -4- s'*-4- 5j). 

Adunque la somma delle aj’ee delle figure M / HI, 
M V fi , A VH L , HIKL, MIK sarà 


o 0 J/(i ■+■ z' - 4 - C : 

nei termini , la cui somma à qui indicata colla C , gli 
aumenti t>, 0 hanno almeno tre dimensioni. 

Riunendo le cose qui esposte, e rammentandosi la 
proprietà emergente dall’ assioma citato , dovranno ve- 
rificarsi le relazioni seguenti 

almeno pei valori delli o, 0 piccioli ; e quindi (5 i4 3 ) 
avrassi 

<?, = ]/( i+»'V4 
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' Per rinvenire quella .particolare funzione delle 
X, y, che rappresenta l’area del quadrilatero A M RC, 
si proceda nel modo seguente. 

Si trovi una primitiva rispetto alla y della fun- 
zione i -4- z" -+- zj ) , e sia <jr(x, y) ; e si avrà 
Q'—q(x, y)-t~v(x), ove la xp{x) esprime l’arbitraria vo- 
luta della operazione eseguita. Ma pel significato attuale 
della (?(x, y) hassi Q(x, o)~o, qualunque sia la jg, 
e però ($ 54) anco (>'( r, o) = o, per cui la eguaglianza 

Q'ix, y) — q (jc, y)-+-<p (x) dà la 
o — q(x, o) -t-y (x) ossia y(x)~ — q(x, o); 
adunque sarà 

Q'—q(x,y) — q(x, o). 


La funzione q (x, y) — q (x, o), che è quella primi- 
tiva, rispetto alla y, della J/(i-t- z 7 ’-*- z?) che si an- 
nulla colla y medesima cioè J' z M -e- z‘)dy, per 

semplicità si indicherà colla f(x,y), per cui si terrà 
Q'=f(x,y). 

Si trovi della f(x,y) quella primitiva rispetto 
alla x, che annullasi colla x; e risulti S(x,y), cioè 

*' a [fi ^ (•*» ; e si avrà Q — S {. x >y)> 


vale a dire l’area richiesta. 

»4 2 - Ciò premesso, passerò a trovare l’area di quella 
porzione della superficie rappresentata colla equazione 
z — F(x, y) , la quale lm nel piano yOx (fig. ja) la 
figura A M PO per projezione ortogonale, supposto data 
anco la equazione 1 ir~<p(x) della linea A M . 
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L’area qui richiesta sarà funzione della OP=zx; 
si denomini T(. r); e sarà T( — T(x) la gor- 
zione corrispondente al quadrilatero MN p P. 

L’area di quel quadrilatero, porzione della su- 
perficie qualsivoglia, .che lia nel piano delle y, x 
per projezione il rettangolo QSpP , sarà (§ i'{ i) 

^>(x-t-t>) — Q[x) od — Q" - 1- ecc. ossia 

a 

O 

o f(x,y ) h y'(a:) ■+- ecc. ; e però le 

o f\x, <p(x)) -h ecc. , o f(x, 'p (x w)) -t- ecc. 

saranno quelle dei quadrilateri corrispondenti ai due 
rettangoli MKpP, IIApP. Ala l’area di quella porzione 
di superficie, clic ha per projezione il trapezio MNpP, 
è minore dell’area di quella avente per projezione il 
rettangolo NHpP, e maggiore di quella, che ha per 
projezione YMKpP ; adunque dovranno verificarsi , al- 
meno pei valori d ’ u piccioli , le relazioni 
(■>f(x, f(x)j+ecc.<^r(xHy) — r(x)<« /(x, fi(x-Hj))-heec., 
le cpiali (§ 12-) somministrano immediatamente 
T'(x) =j(x, gl(x)). 

E per tanto sarà 7 ’ quella primitiva della /"(x, 0 (x)) 
presa rispetto alla x comunque contenuta in essa, che 
si annullerà colla x medesima. Vale a dire , trovata di 
quella primitiva rispetto ad y, che si 
annulla o comincia colla y~o , e nella quantità ri- 
sultante cambiata dovunque la y in ip(x)-, indi trovata 
della funzione della x , cosi ottenuta , la primitiva ri- 
spetto alla x, che comincia colla xzzo, ottcrrassi l’arca 
del quadrilatero insistente sulla figura AMP O. 
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2^5. Se le rette parallele all’asse Oz, e passanti per 
la linea avente la projezione A MB, fossero tangenti la 
superfìcie qualsivoglia , non vi sarebbe la porzione di 
questa superfìcie corrispondente al triangolo MmN: in 
questo caso , ecco come si potrà procedere nella dimo- 
strazione della regola anzi esposta. 

Nella superfìcie, si immagini una linea, la quale 
abbia nel piano yOx la ars per projezione: chiamisi P 
l’area di quella porzione di superficie, che corrisponde 
alla figura arPO, ed R l’area di quella corrispondente 
alla AMra: più suppongasi Pr—l(x). 

Dalla medesima dimostrazione esposta si ha 

P=JdxJ'[/(i-+-z'‘-^s’ l )dy, ed 

R = Jdx JV ( i-4 -y'(x)" -4 d z , 

purché la primitiva -+- %ì)dy estendasi dal- 

Yy — o all’y— 4(x) , e la / [/ ( i-4-j''(.r) , -+-/(z)’) ri z 
si estenda dalla z ~F(x, L(x )) alla z~o; e le due 
rimanenti, che sono entrambe rispetto alia x, co- 
mincino colla x~o; e però sarà ' 

T —J {jv( i+z '' + ~>i /i y + fv( i+ y( x y + y( z )‘) d z ^ x - 

Ma d’altronde bassi la primitiva J\ [/( t +jr , (x)’+y(z) , '\dz 
estesa dalla z~ F(x, 1 {x)') alla z — o eguale alla 
J z '{y) 1/ ( * -+-y'(x)‘-*-y'(z)‘)dy (S 86) estesa dalla 
y~i(x) ad y~ip( r),e però eguale anco alla primitiva 
egualmente estesa giacche (§ 70) 

z'(y) V { 1 + yW'+j''( : )‘) =i/(i-i-z"-+-z;); 

adunque la qunntità 

JV( 1-4- */) A y -+- /K'+yW+yW) d r 

che entra nel valore della T, è la primitiva f J/( 1 W+z^dy 
Tom. I. 24 
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estesa da y = o ad y ~ l(x ) , più la primitiva stessa 
z'‘-t-s})dy , ma estesa da y~i(x) sino all’ 
yxxf(x); vale a dire è essa (5 85) in sostanza la primitiva 
Jl/(i-+- s'*-+- z‘)dy 

estesa dalla y~o alla y — f\x). Quindi anco pel caso 
presente. Tonico che sfugge alla dimostrazione esposta 
nel paragrafo antecedente, sarà l ana T eguale alla 
J r ìxj <iy)/{ t + * ,J + */) ossia alla JJ j/( i + z'“+ sj) dxdy , 

* purché le primitive si estendano tra i limiti superior- 
mente indicati. 

LEZIONE X. 

Delle trasformazioni delle primitive duplicate , tri- 
plicate , - - - aventi limini dati; e delle misure di 
alcuni corpi. 

a44- Abbiamo già veduto (5 77 ), che la ricerca della 
primitiva jt'(x)dx si può ridurre a quella della 
JF (<p(t)'j'Ji'(t)d t , ove fp(l) esprime il valore della x 
cavato dalla equazione J\x, l)~ o stabilita tra la x e 
la t nuova variabile; giacché rappresentata colla A(/) 
quest’ ultima primitiva, la prima risulta \(f>(x)^, ove 
x ) indica il valore della l tratto dalla medesima 
equazione f(x, t) — n 

Se si volesse la J F(x)dx estesa dalla x~ a sino 

alla x=zb, cioè si volesse il valore della jF(x) il x , 

esso risulterebbe A(^(/>)) — A il quale è in so- 
stanza la primitiva ’ftWdt, cioè A (/)-*- X 

estesa dalla t—\p(a) sino alla t — ip(b), valori della t 
corrispondenti il primo alla x~ a ed il secondo alla 
x — b (J 8G). 
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In questa lezione faremo analoghe considerazioni 
per le primitive duplicate e triplicate, quando si deb- 
bano estendere tra limiti dati; c 

Coininccremo dalle considerazioni seguenti , per 
dichiarare i significati di alcune frasi o modi di dire , 
che occorreranno. 

Sul quadrilatero A BCD (fìg. i3) hircttangolo si 
immagini eretto il corpo avente la faccia opposta alla 
stessa AB CD nella superficie, di cui l’ordinata per- 
pendicolare al piano delle j-, xe corrispondente al pun- 
to jl/ pel quale OP~x , P M~y, sia zrr F(x,y). 
Chiamisi V il volume di questo corpo e 'p(x) la P N, 
ed a, h le rette OD, OC: sarà 

V— J f F(x,y) dx dy ; 

purché si estenda la primitiva J F(x,y) dy dalla y—o 
sino allay eguale alla f (x), e la primitiva presa ri- 
spetto alla x della risultante estendasi dalla x~a sino 
alla x~ ~b. Tutto questo risulta dall’esposto nel § a3(). 

Ora vediamo, come bisognerebbe regolarsi, per 
avere lo stesso F, seguendo l’ordine indicato dalla 
scrittura JdyJ F(x,y)dx. 

Si conducano 1 c A E, p N m n parallele alla Ox: 
c cominciamo a trovare il volume del corpo insistente 
sul rettangolo A E CD. 

Trovisi la primitiva J F(x,y)tlx.e si estenda dalla 
X~a alla X — b\ e del risultamento si trovi la primi- 
tiva rispetto aliatesi estenda dalli y~o sino alla 
y~AD\e si avrà il volume richiesto, come risulta 
dallo stesso paragrafo dianzi citato. 

Per avere il volume di quella porzione del F, la 
quale insiste sul triangolo ABE, si consideri la F[x,y) 
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come l’ordinata corrispondente al punto ni, di cui le 
due altre sono x,y: si trovi la primitiva duplicata di 
c«sa F(x, y), la prima rispetto alla x come dianzi, ma 
estendasi dalla x N sino alla x~pn, cioè si esten- 
da dalla x eguale al valore , che bassi collo sciogliere 
la equazione y — tp(.r) sino allax~i;e del risultato 
determinisi la primitiva rispetto alla y estesa dalla 
y~AD sino allayzr B C\ ed avrassi la attuale por- 
zione del volume V. Nella somma dei due risultamenti 
qui trovati si avrà lo stesso F. 

Osservando, come si è qui trovato il volume J r , 
ed anco come si è ottenuto nel § z 5 g, si comprende, che 
ottenuti la primitiva della l'(x, y) rispetto alla x 
estesa daH’estrerno DANB all’ estremo opposto CB , e 
di essa la primitiva rispetto alla y estesa dalla y — o 
ossia dall’cstreino CD, sino alla y eguale alla BC , si 
otterrà lo stesso volume V. Per indicare tutto questo 
processo, per semplicità , si dira di estendere la primi- 
tiva duplicata J j F(x, y)dxdy sino agli estremi della 
figura ABCD\ dimodoché, in generale, le due primitive 

jdx jF(x, y)dy , Jdy jF(x,y)d x 

# 

significheranno la stessa identica quautitù , purché i 
limiti loro siano i medesimi. 

245, Ciò premesso, vogliasi la j jF(x,y)dxdy , sup- 
posto, che la primitiva parziale risotto alla y debbasi 
estendere dalla y = X[x) sino alla y~l{x), e l’ altra 
cioè quella rispetto alla x dalla X — n allu x~b. 

Si scriva la primitiva duplicata coll’ ordine 
Jdx jF(x,y)dy, e per trovare la jF(x,y)dy , o per 
facilitare la determinazione di questa primitiva , deb- 
basi supporre^— <p (x, u), ove la 11 esprime una nuova 
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variabile, e propriamente quella cbe si vuole surro- 
gare alla y. 

La primitiva della F(x,y) presa rispetto alla y 
ed estesa dalla y~X(x) alla y~i[x) sarà come si è 
detto dianzi identica a quella della 

F(x, gf(x, ti))tp'(u) 

presa rispetto alla u ed estesa dal valore della u dato 
dalla equazione qS(x, u) — X[x) a quello dato dalla 
(p{x, e j>erò J<lxjF(x, y) dy sarà eguale alla 

Jilx jF(x, <p[x, ii)^f'(u)du , 

purché si intenda la primitiva rispetto alla il presa tra 
i limiti anzidetti , e poscia quella rispetto alla x tra i 
medesimi limiti superiormente dicliiarati; vale a dire 
la JjF(x,y)dxdy primitiva richiesta sarà eguale alla 

JJ I'{x, <p[x, ")) f [u) il x (tu , 

purcliè si estenda ai medesimi limiti prescritti per la 
richiesta medesima. 

Scrivasi quest'ultima primitiva coll ordine 
jdu jF^x, (p(x, u)j'f(ii) dx‘, 

e per trovare la primitiva rispetto allax della funzione 
F(x, <p(x, ii)) <p'(n ) , che per semplicità rappresente- 
remo colla /(x, u), si voglia o convenga supporre 
X—il\t, u), ove la t esprime una nuova variabile, quella 
cioè, che si vuole surrogare alla x medesima; e la pri- 
mitiva occorrente rispetto alla x, sarà eguale alla 
ti), u)y(t)dì-, 

purché abbiansi i convenevoli riguardi pei limiti, come 
dianzi si è detto per quella rispetto alla u. 

Quindi la primitiva Jdu jF^x, <p(x, u)^ip'(u)dx 
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ossia la fjF(x,y)dxdy sarà eguale alla 
fff(y'(r, «), i i)<J'(t)dtdu, 

semprerhé i limiti si desumano da quelli prescritti per 
la JjF (x, y)dxdy, avuto riguardo che è y ~ <p (.r, u), 
ed u). 

Si chiami 9(u, t) il risultnmento, che si ha, col 
porre nella <p[x, n) in vece della x il suo valore 
ip(t, u): la equazione 

(p{x, u) = 8(t, u) 

sarà identica, purché si ritenga anco la seguente u); 

e però identiche pure saranno le sue due derivate, l’una 
rispetto alla u e l’altra rispetto alla t, che sono 

<P'(«) -+- f(*ì (^) = 8'(u) , <P'(x) ossia 

n ») -+■ = ?'(“) , <pv) 

Eliminisi da queste equazioni la <p'(x) , e si ha la 

ove è bene riflettere, che lu gl'(x) esprime ciò che bassi, 
ponendo nella derivata della gl (u, x) presa unicamente 
rispetto alla sola u visibile, in vece della x la funzione 
y(t, i<). 

Mediante quest’ ultima equazione identica si può 
semplificare la trasformazione della primitiva duplicata 
di cui si parla, trasformazione che è lo scopo principale 
di questo paragrafo. 

La funzione f[x, u) esprimendo il prodotto 
F(x, gl(x, u)') f(it) , la /(#/,«), u) sarà il prodotto 
della W$/, «),$(«, ossia della F(y(t, «), 0(t, it)) 

• per il valore anzidetto della <p'(u), e pierò la funzione 
J(<p, sarà identica alla F(ip, gl) Ji'(u) Ma per 
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l’auzi esposta equazione identica, le due espressioni 

significano la stessa funzione delle t,u; adunque la 
funzione (p) i//( t ) sarà identica alla 

Fw,P){mnt)-mnu))> 

e conseguentemente la primitiva JJjfy* u)i]/(t) dldu 
alla seguente 

f/(m v-'( o -m n»ì) m p) <*“*“■ 

Dimodoché quest’ ultima primitiva duplicata e la pro- 
posta JJ F(x,y) dxdy esprimeranno la stessa quantità, 
purché i loro limiti siano gli stessi. Vale a dire, consi- 
derando le due variabili x, y funzioni delle /, u altre 
due variabili imbandenti, avrassi 

JJ F(x,y)dxdy — ±JJ(.x J y l ~y'x,)F(x, y) d tdu , 

ove, nel secondo membro, le x. y indicano i loro va- 
lori funzioni delle t, u, e le x',y', x t , y indicano or- 

■ (È); (S)’ (^) deriva ' 

te parziali di questi malesiini valori. 

Al secondo membro dell’ ultima eguaglianza ho 
posto il doppio segno, perchè se nelle operazioni esposte 
si permutassero le x, y ovvero le t, u avrebbesi 

JJ F ( jt , y) dxdy — JJ (/ x, — x' y)F(x. y)dtdu 

in vece della es[iosta. In ogni caso particolare poi si 
preferirà quel segno della primitiva ottenuta, che sarà 
il conveniente pel significato di essa. 

Se la quantità F, supposta qui sopra una funzione 
esplicita delle x. y, contenesse derivate parziali prese 


dinatamente 


( 


dx\ 

dì) 
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rispetto alle stesse x, y, si potrebbe avere il suo valore, 
che entra nella primitiva duplicata presa rispetto alle 
f, u, col sostituire in esso, in vece delle sue componenti 
derivate parziali gli effettivi loro valori formati colle 
x, y, indi procedere come sopra si è detto ; ovvero col 
sostituire in luogo delle medesime derivate parziali 
prese rispetto alle x,y i loro valori (§ 69) formati colle 
derivate delle stesse quantità e delle x,y prese tutte 
rispetto alle variabili /, u ; e poscia in luogo di queste 
nuove derivate parziali i loro valori formati colle /, u 
o funzioni di queste medesime due nuove variabili. 

246. Nel paragrafo a 3 g abbiamo veduto , che 
y—jjF(x,y)dxdy\ e però sarà anco 

y—jj iyx, — x'y) F(x, y)dtdu, 


ove si intendano colle x, y, x J , y*, x, , y t funzioni ef- 
fettive delle t, u nuove variabili, c le primitive rispetto 
alle t, u estese tra i medesimi limiti delle due antece- 
denti prese rispetto alle x, y. 

Così, nel paragrafo a 43 si è trovato 

in questo caso la F usata nel paragrafo antecedente, 

dz 
dy 


che è qui |/| 




)■ 


contiene appunto 



derivate parziali prese rispetto alle 


x, y della quantità z. 

Essendo per la superficie z ~gS(x,y), i valori 
delle formati effettivamente colle x, y 

saranno <p'(x), <p'(y) ; e però l’attuale primitiva dupli- 
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cata sarà equivalente alla 

//(/*,- <r/) ]/( « -+- $%)') dtd u » 

ove si intendano colle x, y, xf , y' , x n y, i rispettivi 
loro valori funzioni delle t, u. 

Dal paragrafo 69 risultano le 

eguali alle frazioni 


{y'z l —z'y,):(y'x l —x'y l ), (z'x l —x’z t ):{y'x t —x'y l y. 


rà la frazione 

V ((/*,- / + (z'-r/- jj'sA (/ */ - s' r /) : (fx-x’y,) 

e conseguentemente la primitiva 

sjv{'^£ì+Qt)) dxdI 

sarà equivalente alla 

fjV (l/ x r <r/)'+ (*'*/- * Z X+ (f z i- z 'rX) dtdu, 

ritenuti però i medesimi limiti della antecedente. 

Se fosse ar^cos.f, y~ (psen.ixn.u, x ztpsen.icos.u, 

ove (p esprime la retta aventi i termini l’uno nella ori- 
gine delle coordinate e l’altro nel punto corrispondente 
alle coordinate x,y, z, e t l’angolo fatto da questa retta 
coll’ asse delle z , ed u quello fatto dalla sua projezione 
nel piano delle x, y coll’asse delle x, avrebbonsi 

y'x, — x'y ,— ( JJ'sen.f -+- (p cos.f) (p sen./ , 
y , z l — z'y^ipsen.t — <f / cos t)'p$en.tcos.u-+-<p(p / sen u, 
z’x, — x’z / —(pt>en.t — ip'cos./)psen./seii.u — <pp l cos. it , 


e però il radicale J/ / 1 ^ 


)1 


eguaglio- 
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e però sarà 

(/ x t -*ry+i/* t -y, * t - m *'*, - **, r 

= <P'(<P;-*~(f+ $") sen.’/) , 
e per conseguenza 

iS" ~ JJ(p ^ (<pì <p r ’) xn?t) dtdu. 

Similmente , essendo il settore di cui si è parlato 
(5 24°) eguale ad 

§//(*-* (dl)-y (%)) dxd ^ c p erò acì 
s/fiy*/—' x '^^~ x (T^~ y ^Ì) ,Udu ’ cioè 681,816 ad 

5 ff ( s b r ' x /—*'y <)-*-*(/*, -*'/,)+#*/ —*,*') ) didu-, 

e pei valori delle x,y, s, qui sopra esposti , risultando 
s (y'x,—x J y}+-x(y'z l — z'y l )-^~y{z'x l —x'z l )=<p , sen.(, 

il medesimo settore sarà anco eguale ad un terzo della 
primitiva duplicata 

JJrfP sen.f dtdu 

estesa ai medesimi limiti della antecedente. 

247. In secondo luogo abbiasi 

Q — JJJ F (x,jr, z) d x dydz, 

ove la primitiva triplicata si debba prendere tra li- 
miti dati. 

Essendo Q — Jd z JJ Fd x dy , 

supposto xz=g)(t, t, 2), y — v’ (•*■» t* z) ove le t, t espri- 
mono due nuove variabili, pel § 245 sarà 

Q—Jdz JJ (fW(l)-<P'W{*))F(<p, >% z) dsdl , 

ossia Q~JJ dtds Jf(s, t, z)dz, 
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/è posta in vece di (f(s)fl(/)— <p'(t)i’(s)) F($, 4, s); 
c però, supposto z~è,(s,t,u), u nuova variabile, 
avrassi anco 

Q~JfdsdtJf(s, /, £(f, t, u))i'(u)du ossia 
Q=ffff(s, l, i(s, t, ufj l'(u)dsdtdu. 

Si intendano colle £(r, t,u), X(s, t, u) i valori 
delle gl(s, t,s), /, s) corrispondenti alla z~l(s,r,u): 

evidentemente J'(s, t, £(s, t, u}) £'(u) sarà il prodotto di 
pel valore del binomio <p'(*}i/''(t)-gi'(/)4'(s) 
corrispondente alla z~i(s, t, u). Ma dalle due equa- 
zioni identiche 

qS(s, (, l)=P(s, t, u), 4(s, t, l)z=.X(t, t, ii) 
si hanno 

<p'(sW(t)l’( s )=F(s), f(L)e{u)=0'(u) 

4' (sW(t)i'(s)=m y(t)+4'(M{t)=i'( t ), 4'(£)i'(u)=).'(u) 
dalle quali, eliminando le gl'(i), 4'(i)> risultano le due 

4'(t)l'(i<)z\'(t)l'lu) - Vlu)l'(l), - V(«i)4'(*) ; 

e però frarà 

,(i?'(«)V{s)_^'(s)V(«))4v) 

E qui pure, come nel paragrafo antecedente, è bene ri- 
flettere, che i simboli <p'(s), <p'(t), ^/(s), rf/(t) usati espri- 
mono i risultamenti, che si hauno, sostituendo l(s, l, u), 
in vece della z, contenuta nelle 

fd(p(r,t,z)\ (d<p(s,t,z)\ ( d4(s,t,z)\ (d4(s,t,z)\ 

V ds )\~dT-)\~lI7~)\~-d7~-) 
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derivale parziali prese unicamente rispetto alle s , t 
visibili. 

Concludiamo per tanto , che la primitiva 
JffF(x,y,z)dxdydz estesa tra i limiti prescritti, 
sarà eguale a piti o meno ($ 245 ) la primitiva, estesa 
tra i medesimi limiti, 

p'(s) *'w) 

/// (^'(/)V(u)-i9'(«)V(/))4'(r)-4-U(i?, X, i)dsdtdu. 

I valori delle s, t, u corrispondenti ai limiti delle 
primitive a prendersi per rispetto a queste medesime 
variabili si determineranno, combinando i dati delle 
x,y,z con i valori di queste medesime formati colle 
s,t,u, i quali sono ;3 (*,t,u), l(s,l,u), i (f, t, tt), in un 
modo analogo a quello usato al fine del paragrafo 86, 
onde scoprire i limiti della primitiva JF {<$(()) <p' (t)dt 

eguale alla ^ j^F(x)dx . 

Non mi occupo delle trasformazioni delle primiti- 
ve quadruplicate, --- perchè in esse non si incontrano 
nuove difficoltà , eccettuata la lunghezza dei calcoli; e 
passo in vece a far osservare, che talvolta dallo avere 
la equazione Qzxzjjj Fdxdydz si scrive in sua vece 

la ( — sottintendendo non ostante essere 
\dxdydzj 

Q la primitiva triplicata della F ed estesa nei mo- 
di espressi o sottintesi. Cosi altre volte dall’ avere 

/ =F, e dall’essere le x,y, z funzioni di al- 

\dix ily ilz J 

tre tre variabili s,t,u aneli’ esse indipendenti, dicchi 
^ eguale al prodotto del sestinomio 
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((£)(£H30$))(£)~ 
(($0 (&)-(=) $))(£)* 

per ciò che bassi, sostituendo nella F (x,y,z) in vece 
delle x,y, z i rispettivi loro valori formati colle s, t, u; 
ed in sostanza si intende Q eguale alla primitiva tripli- 
cata di questo prodotto presa rispetto alle s,t,u ed 
estesa ai medesimi limiti, tra i quali converrebbe esten- 
dere quella della F(x,y,z), quando le primitive fossero 
prese rispetto olle x,y, z. 

a48. Quantunque colle regole esposte nella lezione 
antecedente si possa trovare il volume di un corpo qua- 
lunque, purché si conoscano le superficie faccie di esso, 
nonostante, credo bene esporre la regola particolare, 
che conviene usare in varie occasioni, per rinvenire il vo- 
lume di un corpo, il quale abbia due faccie opposte super- 
ficie qualsivogliono, e la rimanente sua superficie or- 
togonale ad una di queste faccie cioè generabile da 
una retta , la quale nel moversi , si conserva perpendi- 
colare ad una di esse. 

Comineerò dal caso, chele due faccie chiamate op- 
poste siano tra loro parallele, cioè che le rette normali 
di una siano anco normali deU’altra; anzi troverò primie- 
ramente l’area di una di queste faccie parallele, ammesso 
che si conosca la equazione deH’altra e la loro distanza. 

Le x,y, s esprimano le coordinate rettangole di 
un punto qualunque di quella superficie, di cui è data 
la equazione; ed s,t,u siano le coordinate analoghe 
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dell’altra faccia c propriamente di quel suo punto, ove 
essa è incontrata da quella retta normale della data, 
clic passa pel punto corrispondente alle x,y, ;; e si 
chiami n la distanza delle due superficie, e Q 1 ’ area di 
quella le di cui coordinate sono s, t, u. 

M jms-ì.(S) = i 
ossia (srfì) — *?)> 

essendo pel parallelismo delle superficie 
e però (§ 246) 

(£&}■ V" 

.... nz> nz i i 

Ma si lia s — x , e t — Y — — > dove 

« J a 

a = |/(i zj), da cui 




sj). 


nz 




^ ^ 

' a 


nz' 


a' 

nz 

(L 


(z'z" 


z -/l (' — *i z ±,,^rr „ f v 

z i z th 1 — a \ \ zz a 


'I- - - 
s \ 4 *i z n 


zVì S-—ÌZZ r+Jz' ) — 55 - 

* z th s é — a s \ z rti^ ~ z n 


a 


adunque sarà 

Quindi, sostituendo in questo valore della ^ } 

in luogo delle derivate z 1 , s,, z", sj, z (/ ì loro valori 
cavati dalla equazione della superficie data, si avrà una 
funzione delle sole x, y , nella cui primitiva duplicata 
pi-esa rispetto alle x,y ed estesa ai medesimi limiti , ai 
quali converrà estendere quella della J/(i -+-z'‘-*-z}) 
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per avere L’ area di quest’ altra superficie , otterassi la 
richiesta. 

a 49 - Si chiamino R, r i raggi della massima e minima 
curvatura della superficie data; ed alla equazione (5 236) 


d=a(E± : a(s% — z)') 


ossia alla equivalente (sj* — z"z ll )d‘-+-aE d — o , 
si dia la forma • 



e si comprenderà che 


^r (*" z // — z \ ) — ^(l 1 +s?)="— zz'z t sl + (i+z' )s /( ) 


ossia ~~ — af-rr -+- — ) ; e però si avrà 
a? \ li r J 

fd'Q\ ( n n n\ 

V/arriy ) ~ r R Tìì) ° VVer ° 

^ * s) l^( ' - *0- 


l’io. Passo a trovare il volume del corpo compreso 
tra la superficie data e quella di area (?: rappresentisi 
la Q con Q(x,y,n), ed il volume cercato con f'(xy,n). 

Essendo Q ( x , y, n) l’ area della superficie corri- 
spondente alla data e distante da questa di ri, saranno 


Q(x+o,y+d, n )— Q(x,y + 0, n)— ()(x +o,y,n) + {J(x, y,n), 
e t*,y +0,n + l)—Q(x,y+0, n-t t)—Q(x +o,y,n+£)+ Q(x,y, n 

ovvero ($ 3 7 ) ) + A, oO(±^) + B 

le aree delle due superficie, che corrispondono a quella 
porzione della data, avente per projezione nel piano 
delle x,y, il rettangolo, i cui lati sono gli effettivi au- 
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menti o, 6, e che sono distanti dalla data medesima , la 
prima di n e l’altra di n- 4- L l quantità analoga alle 
», 0: nelle A, B gli aumenti o, 0, L hanno almeno tre 
dimensioni. 

Similmente, pel significato della F(x.y,n), il vo- 
lume del corpo analogo a quello del quale si parla ed 
avente le due faccio parallele, le cui aree sono le dianzi 
trovate, è eguale a 

x+a,y+6, n+i)—F{x,y+0,n+£)—F(x+o,y, n+£)+F(x,y, n+i) 
—F(x +t ),y + 0,n) + F(x, y+0,n)+ F(x+o,y, n)—F(x, y, n) 


ossia ad — ‘j j ^ -t- ecc. (§40- àia eviden- 

temente, questo volume dev’essere compreso tra i due 
proflotti 

adunque fi >44 = (^} 0*- 

di avrassi 




ovvero 


(s^)- - ("' ^ Tr + ili £*) V( l " ’ 

giacché F (x, y, n) devcsi annullare colla n, qualunque 
siano x, y, e le quantità r, R, J/(i -+-zf'-¥-z‘) sono co- 
stanti rispetto alla n medesima. 

a5i. Ora passerò a trovate il vero volume richiesto 
al § 2 |8. 

Si ritengano le x, y, z per coordinate rettangole 
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(li un punto qualunque di una delle due faccie dette 
opposte, e propriamente della data ; e si immaginila 
retta normale a questa superficie nel suo punto corri- 
spondente alle x,y,z', e si chiami v(x,y) o semplice- 
mente v la porzione di questa normale interna al cor- 
po ; ed i suoi valori corrispondenti alle coordinate 
.r-t-CJ, y ; x, y-*-0\ x-t-o, y-t-0 saranno ordinatamente 

v(x-t-o,y), v(x,y-*-6), v(x-t-o,y->-0). 

Cosi, si chiami F(x,y) il volume di quella porzione 
del corpo stesso, che corrisponde alle x,y, e sarà 
evidentemente 



il volume di quella sua parte, che corrisponde a quella 
porzione della superficie data , la quale ha per proje- 
zione nel piano coordinato delle x, y il rettangolo 
avente per lati gli effettivi aumenti «, 0. 

Si immaginino i quattro corpi aventi tutti per 
faccia la porzione anzidetta della superficie data , e per 
faccie opposte a questa le porzioni corrispondenti delle 
superficie parallele alla data medesima e distanti ri- 
spettivamente da questa di 

v(x,y), v(x-+-e, < y), v(x,y-*-d), v(x-*-o ,y-*-0). 

I volumi di questi quattro corpi saranno i risultamen- 
ti, che si avranno, ponendo nella espressione (§ a5o) 



in vece della n ordinatamente 

v(x,y), v ( x -+-••>> y)> v( x ,y-i-0)> v(x+-o,y- i-0) ossia 
v, v-4-«v , -+-ecc. ) v-t-dv / -4-ecc. , v-»-Mv'-+-0v' ( -t-ecc., 
Tom. I. a5 
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die sviluppati danno polinomi , il primo termine di 

^ p)\ 

dxdy } MaÌl 

volume 




eoe. 


è compreso Fra il piti grande ed il più piccolo dei 
quattro qui trovati: adunque (§ i/ja) sarà 
( d‘F \( d'F[x.y, V ) \ 

\dxdy) V. dxdy )' 


GÈ4)=(; - r , in - sS?) vi - ' • - *' ) 


V V 

1 

n r 2 

e conseguentemente avrassi 
F 


=//(; - ih - h - 3 7t<) Vi *0 

cioè 1/ eguale alla primitiva duplicata della quantità 

(*’ - 77 - in + £n)V(' + ) ° 061111 


i+s''+t|) • 


( i + z‘ l )z"—i z'z,z', + (t+z'‘)z ll , 
3(l + s"+ zj) 






presa rispetto alle x, y eri estese ai limiti medesimi 
della superficie data. 

a5a. Farò qui vedete, come trovare le espressioni 
dell’area e dei volumi F, F usate in alcune interes- 
santi ricerche. 

Le c, C rappresentino le lunghezze degli archi 
delle linee della massima c minima curvatura della 
superficie data, aventi un termine comune nel punto a 
cui corrispondono le coordinate x, y , z e gli altri in 
due linee individuate nella stessa superficie; così t, f 
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esprimano le linee corrispondenti alle c, C ed esistenti 
nella superficie parallela alla data alla distanza n ; e la 
A esprima l’area di quella porzione della superficie 
data, che corrisponde alle x, y : in ultimo i sim- 
boli x', x, , y', indichino le derivate parziali 

fdx\ / dx\ /dy\ 

\dc)’ \dCj' \dc)' ’ 

Nella relazione si 

considerino le x , y, z, A funzioni delle c, C; e pi 
S i /{6 si avrà 

(j^^V((xyrSxy^x'z r i'xX+{y , z r z'y l )‘), ossia 

(j&fc) =! V(&' + y m +- “ TW - + *')-( (*'• Cj+yy,* i%y). 

Ma sappiamo (5 196) che 

(È) =t > xi+yi+ z ;=($='> 

e d'altronde bassi x'x, -+-y’y, -t- z' i, zr o; adunque sarà 
/ d* & \ * 

[d^dc)= h ^ *=ffdrdC. 

Ragionando similmente pr le Q, t, T, avrassi 


££\-» 
dtdT ) ’ 


ossia 


( 

pr essere t n T' nulle. Ma ($ 206) hassi 

t' — 1 -H- -, T,— adunque sarà 

(^) = ( , ‘ 4 -;) ( l ^l) °PP Ure 


v r 


n 

R 


rT 

rfì' 
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Vale a dire , la Q sarà eguale alla primitiva seconda 
parziale rispetto alle c, C della quantità 

a 




n 

Ir 


- n 


estesa tra i medesimi limiti, tra i quali converrà esten- 
dere la JjdcdC per avere la Q. 

Combinando questo risultamento agli esposti su- 
periormente pei volumi F, F, trovasi facilmente 
[ d'F \ _ n n’ n 1 

\dcdCJ n ir a/? 3 rR ’ 

( d‘F \ v* v* 

\dcdCj~ ‘'' + 'ar a R 3 rR' 

quest’ultima espressione della ^ è quella da me 

usata, senza dimostrazione, nella memoria vertente 
sull’equilibrio astratto delle volte, 

a53. Terminerò questa lezione , esponendo due pro- 
posizioni dei massimi e minimi, die divisai trattare in 
questo luogo anziché nelle lezioni prima e seconda della 
parte quinta, affinchè riescissero meno astratte. 

Le x, y, z (x, y) esprimano le coordinate rettan- 
gole di un punto qualunque di una superficie qualsi- 
voglia; e la F(x,y) rappresenti una quantità relativa 
e dipendente dalla posizione di questo medesimo punto 
della stessa superficie, e la F^x-t-o, y-+-0) rappre- 
senterà l’analoga quantità pel punto di coordinate 
x -+- «, y -+- 6, s (x -t- a, y 0)-, dove le o, 6 esprimono 
due indeterminate. 

Fra i valori delle o , 6 , che rendono le 
x- 4 -o,y-\-0, }(r+« , y-t-8) coordinate di quei 
punti della superficie, che hanno la stessa distanza h 
da quello le cui coordinate sono x,y, s, troviamo 
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quelli, che rendono massimo o minimo 
F(x-i-o, y-i-0 ) — F( x, y) 

aumento o decremento od in generale variazione sof- 
ferta dalla quantità F(x, y) dall’uno all’altro dei due 
punti corrispondenti alle coordinate x, y, x-t-o, y-*-0. 
Per semplicità, scriveremo p, q, i p, ip in vece delle 

(^i)’ (Ir)’ F[x-+-o,y-+-0), ed 

anco le derivate <p'(x ) , <p'(y) , ^(x ) , ty(y) in vece delle 
loro eguali <p’(o) , <p'(0), ip'(o ) , $'{0). 

Dev’essere soddisfattala equazione o :> +d‘+((p-z) , -h’~o, 
e massima o minima la quantità ^ — F-, e però ($ i5q) 
la equazione a combinarsi con questa data , onde avere 
i riebiesti valori delle o, 0, sarà 

(o-*-($—z)!p'(x))rP > (y)—(0-i-{rp— z) f(y)) if/(x ) = o 
ossia o tp'(y) — 0 ip'(x) (<jf — s) M — o , dove 

M=zf(xmy)-<p’(y)f'(x). 

La equazione qui trovata, non contenendo la li, 
esprime una proprietà comune a tutti i punti di quella 
linea per ciascun dei quali la quantità 

F{x -+- o, y 6) — F (x, y) 

è la massima o la minima fra le analoghe, relative ai 
punti della superficie, ed equidistanti dal corrispon- 
dente alle coordinate x, y. Evidentemente, questa li- 
nea, riportata ai due assi passanti per quest’ultimo 
punto e poi-alleli a quelli delle x, y, avià per proie- 
zione nel piano coordinato delle stesse x, y, la rappre- 
sentata colla equazione 

o >p'(y)-~ 0 yV(jr)-+-($ — s) M—ù, 

\ 

ove le coordinate sono a. 0. 
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I/equazionc derivata esatta di questa e presa ri- 
spetto alla o è visibilmente 

Wr) - *'(«) (<PV) ■+- *'(r> *(«)) » 

■+• «v’.'Of- (0 — *) V=o , 

dove y'(x)', M ' esprimono le derivate totali ri- 
spetto alla u delle y'(y), M , la quale vi è e come 

aumento della x, ed anco, perchè 0 è funzione di essa. 
Facendo in questa equazione derivata u~ o e perì» 

d—o, <p'(x)—p, (p'{y)=uf, \},’(x)=^t' , (x), y(y)—F’(y), 
ed M-pF’(y) — (jF'(x), — z = o, si ha la 

F'(y)—F'(x) 0'(o)->-(p+-qd'(o)) (pF , {y)—qF'(x)y=zo i 
per cui si avrà 

( • + pi F '(y) — r'ì F V)— (( 1 + 7 ') F '( x )—p<i F '(j))0'(°)=o> 

ossia 

0, (o)=|( ' + p') F '{y)—p'i F> ( x )ì • (( l+ <n F '( x )—p<i F 'b r ì)’ 

per espressione della tangente trigonometrica dell’an- 
golo fatto coll’asse delle x da quella retta, che è la 
projezione della toccante la curva suddetta nel piano 
corrispondente ulle x, y. 

Ma per la linea esistente nella superficie qualsivo- 
glia, c clic passa pel punto di coordinate x,y, e per ogni 
punto della quale la quantità F(x,y) è costante, si ha 

F'(x)-*-F'(y)y' = o cioè F'(x) = — F'(y)y, 
valore che sostituito nell’ ultima equazione trovata , dà 
la seguente 

i ■+■ p‘-*-pq( 0'{o) -*-y ’) -+-( i h- 7 *) O‘(o)y—o-, 
adunque i punti della superficie qualsivoglia ai quali 
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corrispondono i più rapidi aumenti o decrementi ossia 
le più rapide variazioni della quantità Ff.r, y), qua- 
lunque essa sia, sono in linee ortogonali a quelle, per 
ciascuna delle quali la F(x,y) è costante: interessan- 
tissima proprietà. 

a54- Le x, y, z variabili indipendenti esprimano le 
coordinate rettangole di un punto qualunque di un 
corpo; e la F(x,y, z) esprima una quantità relativa u 
questo medesimo punto e dipendente dalla posizione 
di esso: troviamo i valori delle indeterminate u. 0 , u, 
i quali rendano massimo o minimo l’ incremento o 
decremento 

F(z+uj4-S, *-+-«) — F(x,y, s); 

e elle soddisfanno In equazione 

U — I — 0 — I — GC II O , 

ove la h esprime una costante. 

La F(x-*-u, y-*-0, :-t -a) si denomi <p, <d osservisi, 
che le derivate \ r (y), si useranno in vece 

delle loro eguali <p' (<•>), <,"(0), y'(«) 

Dal § 1 5p risulta, che i valori richiesti delle», 0, a 
soddisfanno oltre l’eqnazioue data anco le 

uiJ/( z) — «^'(jc)= o , 0^'(s) — <*fl(y) — o. 

Le funzioni della h valori delle », 0, a desunti da 
queste tic equazioni saranno i richiesti ; e se in essi si 
varierà la li , avransi le coordinate di quella linea , per 
ogni punto della quale l’aumento o decremento 
F(x-*-o,y-+-0, z-t-a ) — F(x,y, z) 

sarà il massimo, fra i corrispondenti ai punti equidi- 
stanti da quello le cui coordinate sono le x, y, z. 

Ammesso l’origine delle coordinate nel punto cor- 
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rispondente alle coordinate medesime x,y, z, le o, 6, a 
sai-anno le coordinate della linea, qui nominata; ed essa 
sarà rappresentata colle due equazioni trovate, cioè colle 
otf/(z)—aif/{x)z=: o, Ot]/(z )—atj/(y)z=o. 

Considerando le 0. a funzioni deliaci, le due 
equazioni derivate esatte di queste ultime evidente- 
mente sono 

V'(z) — t'(x) a'(o) ■+■ u a^'(x)'= o , 

V( z ) 0’(u)-~ ip'(y)at(o) - 4 - 0<p'(z)’~ a^'(y)'—o, 
dove le y'(jr)', 'P'( z 'f significano le derivate to- 
tali delle y/(x), ip'(z) prese tutte rispetto alla a , 

che in queste ultime quantità vi è, e come aumeuto 
della x , e perchè le 0, a ne sono funzioni. 

In queste equazioni derivate suppongasi 
u — o e però 0 — o , a — o , 

Mx)=F'{x), f(j)=F>(y), i]/(z)— F’(z)\ 
e si avranno le due 

F'(z)-F'[x)a'( o) = 0 , F’(z)0’(o)~ F'(y)a>(o) = o, 
le quali fanno conoscere la retta toccante la linea di 
cui si parla nel punto corrispondente alle coordinate 
x, y, s; e conseguentemente anco la direzione di questa 
medesima linea in generale curva. 

Ma per la superficie, nella quale vi sono quei punti 
del corpo per ognuno dei quali la quantità iF|r, y, z) è 
costante, si hanno le due equazioni 

F'(x)+F’(z) (~) = o, F>(y) + F>(z) (j£) = 0 , 

che danno 

F'W=_rw(£). *•(,)=- F' W (£), 
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valori che sostituiti nelle due ultime equazioni esposte, 
somministrano le 

■ - (£) a ' (o) = ° - (^)“ ,(o) = ° ’ 
le quali significano , ebe la retta toccante la curva è 
normale di quest’ultima superficie. Quindi le linee at- 
traversanti il corpo, ed a seconda d’ognuna delle quali 
la quantità F(x, y, s) riceve o soffre le più rapide va- 
riazioni, souo ortogonali alle superficie luogo dei punti, 
pei (piali la stessa quantità F(x, y, z) è costante : altra 
proprietà interessante sì per la teorica che per lu pratica. 

a55. Credo bene di esporre anco le due proprietà 
seguenti. Chiamisi f{x) quel valore della y, che dày’(.r) 
eguale alla ^(o) trovata nel § a j3 , cioè sia 

( i-+- p '+ pq f) F 'tr) — (/> <7 -H « -*- q')f) F’(x) — ° = 

così, per un’altra linea esistente anch’essa nella super- 
ficie, abbiasi y = ed r, t rappresentino le parti di 
queste due linee, che corrispondono alla x ordinata 
comune di esse. 

Combinando l’ equazione qui esposta alle due se- 
guenti, per sè stesse evidenti , 

F(x,f(x))'=F'(x)+F'(y)f, F(x, X(x)y=F'(x) + F'{j;X' 

talmente da eliminare le derivate parziali F'(x), F'(y), 
risulta la 

F(x, X)' F(x )’= ( i -t-f >/-+- (p qf) {p-+-q X')) F(x, //, 

dove s'(x)' è posta in vece di i-t- J'‘-+-ip-+-qf')'- 
Ma si hanno 

F(x,f)>~ F'(s)s'(x) , F(x, Xy= F'(t) t'(x) ; 

adunque sarà 

F'(t)=F’(s)(l+f’X'+(p + qf)(p->-qX')) : s’(x)f(x). 
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Vale a dire, la derivata presa rispetto alla t della quan- 
tità F{x, X) sarà eguale al prodotto della F'(s) deri- 
vata rispetto alla s della F(x, f), moltiplicata pel co- 
seno dell’angolo compreso dalle rette toccanti le due 
linee suddette nel loro punto comune. 

Similmente, si chiamino f'(x), (p'(x) le O'(o), u'(o) 
trovate nell' ultimo paragrafo , cioè ahbiansi le due 
equazioni 

F V) - F'(x) r = o , F'(z) - F’(x) p = o-, 

e siano X'(x), &'(x) quantità analoghe alle f(x), (p'(x) 
per un’altra linea qualunque, e le s, t esprimano quelle 
parti di queste due linee, che corrispondono alla x or- 
dinata comune di esse. 

Comhininsi queste due equazioni alle seguenti, po- 
sò stesse evidenti , 

F(x,f{x), 0(a))' = F'(x)-+-F W-*-F>(z) f, 

F(x, X(x), *(*))' = F'{x) h- F'(y) X'-h F(z)^ 

in modo da eliminare le derivate F'(x), F'(jr ) , F'(z); 
e si avrà la 

s'’(x) F(x, X, jt)'“ (i-e-X'/'-f- jr' <p') F(x,f tp}\ ossia 
F'(t)~ F'(s)(i-+-U f-+- 3t' <p') :\s'(x)t'(x). per essere 
F(x,f, <p)'=F'(s)s'(x), ed F(x, X, rr)'— F’(t)t'(x). 
Vale a dire, la derivata F'(t) sarà qui pure eguale al 
prodotto della F'(s), pel coseno dell’ angolo compreso 
dalle due rette toccanti le due linee, di cui si parla, nel 
loro punto comune. 
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PARTE SETTIMA 

VALORI ATPROSSIMATI DELLE PRIMITIVE 
E CRITERI 1)’ INTEGRABILITÀ. 


LEZIONE PRIMA 
Dei valori appivssimati delle primitive. 


a r >6. In questa lezione si espongono in compendio 
alcune regole per trovare i valori approssimati delle 
primitive, le quali riescono utili segnatamente per 
quelle i cui valori non si sanno trovare in ter- 
mini finiti. 

Si chiami f(x) la funzione della quale si voglia la 
primitiva, e (p(x) la primitiva stessa. 

Dalla equazione 

a 3 

<p(x — u) ~<p(x) — u <p'(x) + — <f"(x) tJ —p'"(x)+ecc .. , 

ponendovi x in vece del Po, ed f(x),f(x),f'(x), — -ordi- 
natamente in vece delle derivate ip'(x),gf"(x),gl"'(x ), — , 
si ha la 

<P(°) = <P( X ) — x f(x) ■+- ~^f(x ) •»)-+- ecc., 

la quale dà ' 

gS(x) = A h- x/(x) — y/'(x) -t- ~^f(x) — ecc. , 

cioè la primitiva richiesta: la K posta iu vece di <p( o) 
esprime la costante arbitraria. 
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Cosi , per essere 

/(•*■) =/(o) -+- xf'(o) -t- ^-/"(°) -+■ ecc. 

evidentemente bassi Jf(x)dx ossia 

<P(x)=.K-*-xJ\o) -+- y/(o) -4- o)-+-ecc. ; 

A costante arbitraria. 

In generale, se risultasse 

f(x) — aj(“+ bx n - 4 - cx r -4- ere. 

qualunque siano i numeri m, n, r, a, b, c, — - , 

si avrebbe 


$(x) = a 






-4- c -+- ecc. - 


K: 


ni 1 /i — 4— 1 r-4-1 

pero, se tra gli esponenti della x uno fosse meno Y uni- 
tà , per esempio Y n , avrebbesi Mog.x in vece del ter- 

X n+x 

mine b . 

n-4-1 

i r yj. Si incontrano funzioni composte, che consistono 
nel prodotto di due o più funzioni, e per avere le loro 
primitive conviene e basta sviluppare in serie uno o 
due di questi loro fattori: darò un esempio di una fun- 
zione prodotto di due. 

Abbiasi f(x) ^ * 


luppando 


1/0- 

1 - 4 - m x 
e però sarà 


a nix) 

3 


J/ ( a ax — x‘) [/(i — a rnx) 

, si ha 

3-5 

sa ^ J t 


SVI- 


2-5 


ecc. ; 


„ \ ,/ 1 _ 

f[x)—b ( — + m — r, ■+■ 

\J/(affX — x ) a ax — x a 


|/(aox — x‘) 


tt + ecc 


} 
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Quindi la primitiva Jj\x) sarà eguale alla somma 
r i , r x 5rn r x‘ 

" 1 77i r. + l>ni l-y r + b I —r r.+ecc.: 

J l/(a ax-x ) J [/[Kix-x ) a J y( 2 ax-x ) 

le primitive , qui indicate , evidentemente sono tutte 

casi particolari di quella contemplata nel principio del 

paragrafo gj. 

Per manifestare un pregio di questo metodo , tro- 
viamo effettivamente la primitiva della J\x) attuale 
estesa dalla x=o alla 
Essendo 

C x" *-,,// m-i r x*"* 

ir-/ ì rr =- -x"-' |/(aax-x ) + a l-jj r., 

Jy( 2 ax-x) n v n j^(iax-x) 

si La evidentemente 


/ ° x" an — i r° 

l /(iax—x’)~ a ~~n~J l 

i a a a 

posto J 


^(aox — x’) ’ 


P> = a'-?-±P n 


J /(aox — x‘) 


* = *v 


La relazione qui trovata tra le P n , P n , t dà le 
p n _-a^P„, — P t =a\ P„ 

e P, = a P 0 = aW 

per essere P„ ossia / —r. jr = jr ; e però sarà 

J p(a ax—x ) r 

a a 

p _ (an— 0(aw— 3)(an— 5) 7-5-5 

" n(rt — i)(n — a) 4 ' ^ ‘ 2 

M aJ"j\x)=zb ^ m l Py t-ecc. ^ ; 

adunque avrassi 

^J'(x)dxzzb(i + am + (^j a’m’+ecc.^ X. 
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a 58 . Talvolta si semplifica la ricerca della primitiva 
di una quantità della forma 

A r-+- Brq -+- Crq ' -+- Drq i -^-ecc . , 

dove A, B, C, D, - - - sono costituti, e le q, r funzioni 
della x, col processo seguente. 

Si assuma la serie r-*-a.q r-*-a’ q* r -1- ecc., la cui 

f 

somma evidentemente è , dove Va esprima una 

1 — aq 

costante arbitraria : si trovi la primitiva di questa fra- 
zione con uno qualunque dei metodi esposti , e svilup- 
pata in sene somministri 

p -t- ap , a*p, -4- ecc. ; 

le p, /», , sono funzioni della x. Essendo 

f r 

| ossia 

J i—aq 

Jr-*-aJrq-t-a t frq*-+-ecc.~p-+-ap,-t-a , p l -+-ecc. , 

qualunque sia Va, si hanno le 

f r =p, frq—p,, frq' = p t , ; 

e per tanto, la primitiva richiesta cioè quella della 
quantità Ar -+- Brq -t- Crq 2 -+- ecc. sarà 

Ap Bp , Cp, -+■ ecc. 

Cosi , alle volte si desidera e si può avere la pri- 
mitiva di una funzione in serie ordinata secondo una 
legge prescritta: durò di ciò un esempio facilissimo, col 
trovare i coefficienti e gli esponenti della serie 


Bjc a Cjc h -4- Da ? 


■ ecc. , 
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■ ecc. , 


atti a renderla la primitiva della funzione 

che è fra le contemplate nel paragrafo 78. 

La equazione 

I , /,■ — jt — A -+- Bx a -4- Cx 6 -t- Dx c ■ 

dovendo sussistere qualunque sia la x , dà la 

r-rr- — j; = aBx 0 ' 1 -+- b Cx tr ' -¥-cDx c ~' -4- ecc. 

l/(i— x) 

sua derivata. Ma d’altronde bassi 

3 


l/(i— x‘) 


- x’ 
1 


-f- ecc. , 
o 


adunque, qualunque sia la x, dovrà essere 

1 3 

• H — x’-f-7rX*-4-ecc.=oi?x a ' I -i-iC'x lr, -*-cDx e "‘-+-ecc.; 

2 0 

e conscguentemente avransi le equazioni seguenti 
o- — 1 = 0, aB — 1 , b — i—2, 

bC = {> c— 1 =4, cZ7 = |, , 

le quali somministrano 

«=i. B—i, A — 3, C=-^,c=5, D = 

2-3 5-8 


fv 


Quindi sarà 




ox J 


ecc. 


r [/(i— x’) T 2-5 ^ 8-5 

dove A rimasta arbitraria significa la costante, che 
rende la primitiva completa. 

259. Si può trovare per approssimazione la primitiva 
definita di una data funzione, senza sviluppare preven- 
tivamente la funzione medesima in serie. Vogliasi la 

rj(x)dx: suppongasi x — «-+-/, ove a esprime una 

a 
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costante, e t una nuova variabile; e si avrà (S 86) 
Cf(x) dx~ Cf(<* -t-t)dt. 

a a - a 

Sia a~ — cioè la parte aliquota 2 n esima di a; 

0 /” a 

e sarà j f(x)dx~ I f(a.-*-t)dt , e però eguale alla 
J a J i«n-na 

somma delle n primitive seguenti (§ 85) 

Jf(a*-t)dt, J/(Sa+t)dt, Jf(5a+t)dt, — Jf(ma-a+ t)dt 

estese tutte dalla t~ — a alla t—a, come saranno e 
si sottintenderanno le occorrenti in questo medesimo 
paragrafo. 

La difficoltà di conseguire la primitiva richiesta 
è cosi ridotta a quella di trovare la somma di queste 
ultime. 

Comincio a trovare j'ftf ■+• t) d t , ove espiar 

una costante qualunque. 

Essendo 

f(M=m+ 'fVh tfVb fj/"# 

posto <p(t) eguale successivamente ad 

m+t/v), 


rime 


■fece.. 




a 3-4 




ed ordinatamente ^(f) eguale a 
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7f'V) £3 f"V) 


I* 


rrr*™ - rrh~6^ - ccc - 


si ha/(,* -t- t) = <p(t) - 4 - ip(t) ed anco 

Per i valori della <p(l) hansi ordinatamente 
f$(t)dt —ia<p( o), 

f<p(t) di = ~ (<p{- a) + 4 <p(o) + fp (a)) , 

ftp(t)dt = ^(jqH-a) + 5i<jl(- ^) + t20(o)-i-320Q+70(a)^ 


la seconda di queste equazioni è visibilmente una im- 
mediata conseguenza della esposti nel § 87, e le altre si 
dimostrano affatto analogamente a quella medesima. 
Sostituendo in queste equazioni per le (p( o); 0{— «), 

7*(°)> #*); <P( — a ) > #(— ^)> Pi°ì> <p(^)> ?( a )’ — 

i loro valori desunti ordinatamente dai seguenti 

m =/(£-+-') - f f'V) - ^3 rv) - «*• . 
m - ^rv) - - «*•> 

0(t) - /) - ~ rw - ~ f 'V) - ecc. , 

si hanno 

Tom. J. 
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fflé)dt=z(w-a)+ + ^(fl-e cc., 

“ °) + Wf* “ f ) + « W) + 5 */(0 + f ) ' + 7/(0 + J) ) ~ 


Così , pei valori della ij.(t) sopra esposti si hanno 
/*(*)*=-£■ /"(£) -4- —-/"(« -f- ecc., 

/*(*)* = £/"(« ^- 0 f r V) H- ecc. , 

fó(t)dt = y r '(j5)-H ecc. , 


Nella equazione 

//Ii3 ()<2i = f$(t )dt h- rf/ 

si pongano successivamente quei valori, dianzi trovati, 
delle pii miti ve J<f(t)dt, che sono tra loro 

corrispondenti ; e si otterranno le seguenti 

ff(ét+t)dt=iaf(P) + y/"(j9)+ecc., 

jw*4*=j£w~a)+im +/(e + J)) - ~f r m- e cc., 

ff(? + < t ) * = ^(.7 /(£—<*) + 3 a/(^ — ^) 4-1 a/(0) + 5a/^ + +a)^ 

+ ^^ +ecC ’ 
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Ciò premesso , passo a trovare la somma delle 
primitive definite 

Jf Jf[ 5ar-h-t)di, Jf{ 5cb->-t)dt, f(ina — ar+-t)di. 

Sostituì scansi le quantità a, 5 a, 5 a, (in — 1 )« 

alla d contenuta nelle ultime equazioni esposte; e si 
sommino i membri corrispondenti delle n risultanti 
dalla prima , ed altrettanto facciasi per le n risultanti 
da ogni altra ; e si otterranno 

J'/(x)dx=-ìAa -+- ■— (/"(«)+/"(3«)+/"(5a) + - - - +/'((a/i - 1 )a)) +ecc.. 


01 

065 ( 

3 

9° ' 

. « 

° 7 / 

45 

2520 V 


cioè più valori approssimati della richiesta jf(x)dx: dove 
A —/(<*) -+-j\5a) -+•/( Sa) h 1-/((2 n — i )a) , 

B — /(o) 4/(«) - 4 - 2 /( 2 ») -t- 4/(5 a) 2/(4 a) h t-a/(( 2 « — 2 )*) -+- 

-+- 4/((an — i)a) -+-/(ana), 

c — 7 /( 0 ) H- 3 2 -+- 1 2 J\a) -+- 5 3 /(y) -t- 1 4/(2 a) -H 3 2 /^) -+- 
-4- I2/(3o)-+-32/^] -h i4/(4«)h H i 4/((2« — 2)a) -4- 

-t-32/^(2«— ^rty^-i2/((an— i)a) -+-52/^(3«— '^)a^-H- 7 /(2na), 

_ — — — — . — — — — — — — — — — — — * — — — — — — — — . 

Nella equazione seguente , per sè stessa evidente, 

Q 1 

f'- r '(x-+-0)—f irì (x)=.Of‘ r+ "(x) — /‘ r+ *’(.r) -f-ecc. , 
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pougansi in vece della x successivamente c, c-\-Q, 
c - +- 2 0, - - - , c-i-(« — i)0 ; e somminsi i' membri 
corrispondenti delle n risultanti, ed avi-assi la 

/ ln (c- 1 - nO) —f' n (c) ~ 0P r+I -+- P r+1 h- ecc- , 

ove P r+ , , P r+> , — - esprimono le somme di quei va- 
lori delle derivate P r+1) (x) , f ir ,a) (.r) , - - - , che cor- 
rispondono alla xrxz c, c-*-0 , c-*-a0, - - - , c-*-(n — i)0. 

Quest’ ultima equazione e quelle, che si hanno, 
cambiando in essa la r in r-i- i, r-t- 2 , - - - danno 

P r+I = 1 {r\c ■+- « 0) - /‘"(c)) - | /%+» “ «ce., 

P r+ , = ± ^ P r+3 _ecc., 

— — « — — — — — — — — — — * 
e però sarà 

P r+I =l{f^(c + n0)-^(c))~ l -(fr+ n(e + n 0)-f”"{c)) 
piu altri termini nei quali vi sono ordinatamente 

e, o\ 0 », 

Con questa espressione della quantità P rl _, , i 
valori della primitiva f f(x)dx, sopra trovati, si 

a 

riducono 

lAa ■— ( /'(|jnn-i)®)- /'(a)) -4- ecc., 

5 IT ~ ilo (/"'0 a ”-*->)«) —/'"(«)) — ecc., 

-*" 5 ^(- /T ( (2n “ H,,<x ) ~ /r(a) ) - f ' ecc ” 
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Dimodoché, se la a sarà scelta tanto piccola da ren- 
dere trascurabili quei termini nei quali vi è <**, ovvero 
a 4 , oppure a 6 , si potrà ritenere ordinatamente 

/'° a 

I f(x)dx espressa con i /la, ovvero con #•=-, oppure 

J ii 


con 



e la difficoltà di avete questi valori 



X sarà ridotta a trovate correlativamente 


gb n-t-t, 2«+i, 4«+- i, valori della f(x), che 

entrano a comporre le quantità A, B, C, - - -. 

260. Non parlo dei melodi per trovare approssima- 
tamente le primitive semplici degli ordini superiori, 
nè delle duplicale , triplicate, — -, perchè non pre- 
sentano nessuna difficoltà , avuto riguardo a ciò che si 
è esposto «pii sopra per le semplici del primo ordine, e 
nel paragrafo 107 per le duplicate; e pongo fine a 
questa fissione col ridirne la ricerca della primitiva 
jf\x)dx a quella della primitiva di un’ altra «piantiti! 
positiva, qttaluntpte sia il valore della variabile, e con 
alcune riflessioni costituenti il paragrafo seguente. 

Chiamisi t una nuova variabile, c stabiliscasi la 
equazione di relazione seguente x — /"(.rjtang. l~o tra 
essa c la x. Scelta t per variabile principale, la primi- 
tiva fj'(x)dx equivale alla jf(r)x'dt. Ma la equa- 
zione di relazione stabilita dà 


x ' — {' • tang. t — f ■ r — O, 1 

J 0 \ cas t ’ 

ix'j— (xfy —x'—f— o 

JC 

per essere tang. t—jj—y adunque sarà 
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x' f ~ ^ (xf)' -t- ^ (r 1 -+- f ‘) , ossia 


[fx'dt = i xf]x) -+- 1 


Vale a dire la primitiva Jj\x)dx dipenderà da quella 
presa rispetto alla t della quantità x‘ f(x)‘ positiva 
per qualunque valore della variabile. 

ali i . Dal J 180 risulta l’arca del trapezio A M PC 
(fig. 5 ) eguale alla primitiva della ordinata ?.!/ estesa 
dalla x~OC sino alla x—OP\ e però, supposto 
l’ordinata PM la stessa funzione f(x ) , della quale si 
voglia la primitiva estesa per esempio dalla x~a alla 


x~ a-t-c cioè la lj'{x)dx, basterà trovare l’area 

J a+r 

del trapezio analogo all 1 AMPC i cui lati paralleli eor- 
ris|>ondono alle ascisse a, a-t-c. Così, la primitiva du- 
plicata I dy ! F (x, y) dx sarà eguale al volume di 
J Irte J a+c 

un corpo analogo a quello considerato nel § a 3 y ed ai 
cui estremi corrispondono x = o, x~ a-t-c, ed 


y—b, y — b-t-e. 

Questa osservazione, mediante la quale si riduce 
la ricerca della primitiva di una data funzione , di una 
o di due variabili , a trovare l’ area di un trapezio ana- 
logo a quello contemplato nel § 180 ovvero a trovare 
il volume di un corpo analogo a quello considerato 
nel § a 3 g può riescile utile in varie occasioni come è 
facile l’immaginarsi. 
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Dei criteri (C integrabilità 
delle funzioni ili una sola variabile principale. 

363. Tutte le funzioni di una sola variabile hanno 
primitive, cioè sono derivate di altre funzioni , le quali 
si possono ottenere almeno in serie ; ma ciò non ha 
luogo per tutte le funzioni composte di due o più va- 
riabili e delle derivate loro; anzi il maggior numero di 
queste non ha assolutamente primitive. 

L’esposizione di alcune proprietà di quelle tra 
queste ultime funzioni , ebe hanno primitive ossia che 
sono derivate di altre funzioni mancanti di primitive 
ineseguibili, per cui si chiamano ilerivate esatte, forma 
lo scopo principale di questa lezione-, ed esse sono quelle 
proprietà, le quali si dicono criteri d’integrabilità. 

263. Coni incerò ad esporre una trasformazione del 
polinomio 

Aa -+- Bo' -+- Co" Do"' -f- Eo' r -t- ecc. , 

ove Va esprime una funzione qualunque della x, e le 
A, lì, C, D, - - - altrettante funzioni semplici o com- 
poste della x medesima. 

Pel § 27 si hanno 
Bo' = (Bo)' — ofì', 

Co"— (Co' — C'o)' -+- oC", 

Do'"— (Do" — D'»'-*-D"oy— oD'", 

E o (Et/"— E V'-t- E"o'— E'"oY-*- oE' r , 
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e però il polinomio Ao -4- Bt>' ecc. sarà equiva- 
lente all’ 

u — B'-t-C" — D"'-*-E ,r — ecc.) 

C-+-D"— £"'-w:cc.)-tV(C— D'-+-E"— ecc.H- 

o"{D—E'-t-ecc.)-*-<j" l (E— ecc.) h ]' 

ossia all’ 

, o P ■+■ (vA. -+- u' B. h- o" C, -+- *>'" D, - 4 - ecc,)' 

JJOStO 

p — A — D"' -+- E' F — ecc. 

A .zzili — C'-*-\D" — E'"-*-c cc. 

B t = C — U -4- E" — ecc. 

C. ~ D — E' ■+• ecc. 

D. zz E — ecc. 

Trattando il polinomio 

oA l -t-o'B l -*-o"C l -*-t/"D,-+-& cc. , 

come si è trattato sopra 1’ Au-t-Bo'-^- Co"-*- ecc. , 
trovasi esso equivalente all’ 

a P, -+- (oA t - 4- «' B t -4- o" C t ecc.)' 

dove 

P, = A I -B[ + C’i- V[" 4 ecc. , A 2 = B,- C\ 4 0"-ecc. 

B % zzC x -D[ 4 ecc., C t zzD.- ece. , 

ossia 

P.zzB~iC'+ 3 D"- 4 E ecc., A.zzC - *D'+ 5 E "-ecc. 

B, — D-zE' + ecc., C % zzzE-e cc-, - — - . 
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Così, trattando Y oA 2 -+-u'B 1 -t-o"C 1 -h-ecc. simil- 
mente dei due antecedenti, trovasi esso equivalente all’ 

+ + «' #3 -f- ecc.)' 

dove 

P 2 =C-‘5D , -*-6E"—c cc., A 3 =zD—5E'-*-ecc., 
B$ = E — ecc. , 

Quindi si avrà 

v - 

Ao -+- Bo' -+- C.q" Eo ,r - 1 — - — 4 - Lo in 

eguale ad 

o P -+- (u A, -+- «' B, -+- t>"C, -+- «"'/), -t-ecc.)', 
ossia ad 

« P -4- (« P,)' -4- (oA % -+- u'B 2 -+- o"C 2 -+-ece.)", 
ovvero ad 

o P -4- (» P,)' -+- (o P,)"-4- (« A3 -+- o' P3 -4- ecc.)'". 


e finalmente ad 

« P - 4 - («P,/ - 4 - ( 6 >PJ'- 4 - (« P 3 )'"h «-(« P„)-> 

dove le P, P, , P a , - - - esprimono le quantità 

A-B'+C"-e cc., B-iC'+5D"-ecc., C-5D'+6E"-ecc.,--~ 

e finalmente P„ è lo stesso /. coefficiente dell’ ultimo 
termine del polinomio. 

264. Cià premesso , suppongasi il polinomio 
At*-t- Bo'-t~ CV'- 4 -ecc. una derivata esatta ; e deri- 
vata esatta sarà pure il suo equivalente 

o P -4- (oA l -4- cì'B ì -4 -u"C, - 4 - ecc.)'; 
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ma questo lia la seconda parte , che è per sè stessa una 
derivata esatta; adunque l’altra sua parte, che è oP, 
dovrà «sere aneli’ essa una derivata esatta , ovvero 
sparire cioè esser nulla. Non può essere derivata esatta; 
giacche se fosse tale, la funzione sua primitiva conter- 
rebbe l’o «1 avrebbe per derivata una quantità, che, 
dovendo essere u P , non conterrebbe la ciò che è 
assurdo. Quindi sarà uP = o, che dà P ossia 

A — B' -+- C— D’"-+- E ' r — ecc. = o, 

essendo Vo arbitraria. 

Vale a dire, se il polinomio Ao-t-Hu'-*-Co"-t-ecc. 

sarà una derivata esatta, le quantità A, B, C, 

renderanno identica la equazione seguente 

A — B' - •- C" — E' r — ecc. ~o. 

Così , se Ao-4-Ba' -+- C«"-+-eec. fosse una deri- 
vata esatta del secondo ordine, tale sarebbe anco 
l’ oP -+- («?,)'- f- M, -+- u'B , -+- «"C, -+- ecc.)" ; 

e però avrcbbesi non solo P — o ina anco P t = o ; 
cioè sarebbero identiche le due equazioni 

A — B' C"— E"' — ecc. = o , 

B — iC' -+-5D " — 4 E'"-*-ecc.~o. 

In generale, se il polinomio, di cui si parla, fosse 
una derivata esatta dell’ Online m esimo, tale sarebbe 
anco il suo equivalente 

oPs-{oP l Y-t-{uP !t )"^ i— (o^ m -+-ecc -) 1 * 1 ’ ; 

c però risulterebbero identiche tutte le ni equazioni 
seguenti 

P — o> P,= o, Pi— o, , P m ., — o. 
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a 65 . Reciprocamente, se le «{nazioni 

/ — O , P, — O , P a — O , “ “ Pfrì-1 — O 

saranno identiche, il polinomio Àa-\-Ba'-*-Co"-*-ecc. 
sarà una derivata esatta dell’ordine m esimo-, giacché 
per tale proprietà il suo «juivalente 

<aP-+-(«P 1 )'-+-(«P 1 )"H 1- ecc.)""’ 

si riduce alla sola sua parte (oA m -+-ecc.) im) . 

266. Ora , si abbia la funzione 

Ax,y,y',y\S",---y w ), 

la quale sia derivata esatta m esima , qualunque fun- 
zione della x sia quella espressa colla y ; cioè esista 
una funzione 

F(x,y,y',y", 

primitiva dell’ ordine m esimo della f : la «{unzione 

A X, y, y, y, y", - - -y°) —F(x, y, y, y,~ -y - ra >r> 

sarà identica. 

In questa equazione pongasi y-\-io in vece della 
y, e però y'-t-io', y" -y-io", - - - ordinatamente 
in vece delle y', y ”, ; dove la i esprime una co- 

stante arbitraria e l’u una funzione qualsivoglia della 
.r: si sviluppino entrambi i membri della risultante, 
ed aerassi la seguente 

f ■+• if, -+- i'A -+- ecc. — /'<"'> i pi"» ì* p*) ecc. 

1 simboli , F t , fj, F, , hanno qui significati 

analoghi a quelli attribuiti ai medesimi nel $ 58 . 

L’ «{nazione trovata dà evidentemente le 


Digitized by Google 



LEZIONI 


\l1 

noi contempleremo la prima, la quale significa , che il 
polinomio f t cioè 

o/'tr) -+- u'f(y') -4- t*"fiy") -+- eoe. 

«lev - essere una derivata esatta dell’ordiue m esimo , 
qualunque funzione della X sia quella indicata dalla o. 

Questo polinomio, contenendo le o , </, u" , 

nel solo modo visibile, ed essendo derivata esatta del- 
l’ordine m esimo , ridurrà identiche le m equazioni 
seguenti 

f'(y ) -ftfY+ftfr-f'lS'V- Hecc.zzo , 
f[y'ì - a/V')'-*- 5 f\y"T- ecc.= o , 

f'{y") — 3 f'(y'"Y ecc. — o , 


tutto ciò risulta dall’esposto nel $ 264 rispetto al poli- 
nomio Ao-+- B o 1 - 4 - ecc. 

267 . Se nella f vi fossero, oltre le x, y, y", 

y'", y im , anco le z, s',z",---, u, w', , — ; 

e fosse n> esima derivata esatta, ragionando come nel 
5 antecedente, troverebhesi , che dev’essere derivata 
esatta del medesimo ordine m esimo anco il polinomio 

u J y (y'H~ v'/’b'') -+■ u"f(y")-*-u'"f(y > ")-*-*cc. -+- 

0f(z) - 4 - 0'f(z') - 4 - 0'f(z") -+- - 4 - ecc. + 

af'(u) +- a'f'(u') -+- a" -t-a'"f(it"')-+-ecc.-+-ecc. 

indipendentemente non solo dalle funzioni y, s, a, - — 

ina anco dalle o, 0, a, : le 0, a, esprimono 

per rispetto alle z, u, - - - ciò che Yo è rispetto alla r. 
E per tanto, siccome le parti di questo polinomio con- 
tenenti le 0,0', 0', - - a, a!, a",»--; sono 
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separatamente trasformabili come la pi ima parte di 
esso; così possiamo concludere che, essendo l’attuale 
funzione / derivata esatta del primo ordine, saranno 
identiche le equazioni 

f Ir) = o , 

/'(*) -/'(*')' -+-/'(*")" -f(z"V ecc. = o, 

/'(«) —fi'i'Y -+- f(u"f —f(u"'Y" -+- ecc. = o , 


e se sarà derivata dell’ ordine m esimo , saranno iden- 
tiche m equazioni analoghe alle m ultime esposte nel 
paragrafo antecedente, pili altre in formate colla 

altre m colla u, , come le medesime del paragrafo 

antecedente lo sono colla y. 

268. La f sia derivata esatta del primo ordine, e 
contenga le sole x,y, y 1 ; l’equazione identica sarà 

— ° ossia A— IV — o, 
posto f(y) = A , ed f(y , ì — B. 

Essendo B' = B'(x) B'(y)y' -+- B'(/)y", la 

equazione A — B' — o riducesi alla 

A - B'(x) - B'(y)y' - £'(/)/' = o , 

la quale, contenendo la y" nel solo modo visibile , si 
decompone nelle due 

A—B'(x)-B>(y)y'=o, £'(/)= o. 

L’equazione B'(y')— o insegna, che la B non deve 
contenere la y', o che dev’ essere B=zf(x, y) funzione 
delle sole x, y, e però sarà f'(y') — <f(x,y) ossia 
f—y(x, y) -*~y fp (x, y) , ove la y esprime un’altra 
funzione delle sole x, y. 



LEZIONI 


4*4 

Questo valore (iella fàìif(y) cióè/ 4 z.£'(y)+y!p'(y); 
per cui la prima delle medesime ultime due equazioni 
si ridurrà alla seguente 

PCrhyfLr)— #'(■*)— y#' (r)=°. ossia y(y) — ip'(x)=. o. 
Vale a dire, se la f(x, y, y') sarà una derivata esatta, 
e»sa avrà la forma ij. (.r, y) y* flx, y), ed inoltre 
renderà o sarà identica la equazione \S(y) — <p’(x)^o. 

269. Nella f derivata esatta del primo ordine vi 
siano solamente x, y, y 1 , y" : dovrà essere identica la 
equazione /'Q'-) 

Questa equazione somministra immediatamente f 
della forma y(x, y, y)-+-y $(x, y, y), valore che 
riduce la medesima equazione identica alla 

virhy'fir)— (^(y)-+y ' /))' — °- 

OV vero y/(y)-t-y" <p'(y) — (My'h-y" <P'(y)— <P' )'=<>■ 
Pongasi i/'ly'ì-i-y" <p'(y) — ovvero 

&(/) — (p'(x) —/ fp'(y) = u (x, y, yy 
sarà ']''(y)-*-y'(p'{y) — (l'—o ossia 

v'(r)— y(x) —y u'(y) -* -y f(y) —y yiyì = < o ; 

equazione die, dovendo essere identica , si decompone 
nelle due seguenti 

^[y ) — “'(•*) — / «'( y ) = » , tf(y) — y?(y ) = o , 

le quali saranno identiche entrami* , semprechè 
/( x, y, y, y') sia derivata esatta. 

□70. In generale, se la funzione f(x,y,y, y, 
è una derivata esatta, la equazione 

f(r) —f'iyY-t-fiyy ±/v w r= », ossia 

f'(y in T"' /'( v in ' ll ) l,> ' l) ^f , (jr ln ~ :,) ) t "~ 3) -t- f[y ) — n 
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sarà identica, e si decomporrà in n equazioni ancL’esse 
tutte identiche. 

Nello sviluppo della n esima derivata di f'(y in '') 
compare il termine f , '{y on )y <Mn > ed è il solo in tutta la 
equazione, qui esposta, nel (piale vi sia la derivata y l * m -, 
e però sarà, f"{y' n) ) — o cioè f—ip-t-y^ql, dove ip, rp 

esprimono due funzioni delle sole x,y,y',y", y 1 "' 1 '. 

Questo valore della f riduce la medesima equazione 
esposta alla 

— H i 

Si ponga gl(x, y, y, y^'—Pi , 

V(y (n "*)—p ,(x, y, y, y in " À ')'~p % , 

y(y^)—p t ( Xi y, y, y^y—ps , 



v'(y')—Pn- 3 (x, 

y> y> 

— y n " a 

r=/v,» 


v'{y)—p*-i(x> 

y> y> 

— Pai 

ed osservisi che 





— 5*(*> y> y, - 


<P'(y^ l) ), 

P'< 

= pA*>y>y>- 

_ - jetn-ay yn> 

p\(y 

P> 

— /l a {x, y ì y , <m 

• _ y <n-a) ) / | y Cn> 

rilr*"-”). 


ph y> y> y*~ t) Y-*-y i '"pli(y < *' l> ) 

e la equazione, ti'ovatu dianzi, si ridurrà alla 
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^[(tfW-pUf">))y»y 

± (flr)—plAy i "'"))y (n) ±Pn=o , 

la quale, dovendo essere identica, si decompone nelle n 
seguenti 

gf'iy-») _ (/-■>) = o , f(y‘- 3 >) - />'(/-« >)=o, 

_ _ gi'(s') — p' n _ (y-")=o, 

<?'(y) — p'n-,{y”'") = °> Pn=O y 

ciascuna delle quali sarà per sè stessa identica. 

Si rifletta, die, essendoci qui sopra occorso di indi- 
care quella parte della derivata di una funzione compo- 
sta F(p, q, r, s), la quale è presa rispetto alla sola x con- 
tenuta in alcune delle componenti p(x), q(x), r(x), s(r), 
si è usato il simbolo scrivendo tra le due 

parentesi quelle sole componenti , nelle quali vi è la x 
a contemplarsi; e che tal simbolo uscrassi anco in altre 
circostanze analoghe: dimodoché, per indicare le deri- 
vate della funzione composta F(p, q, r, s) prose ri- 
petto alla sola x contenuta nelle componenti p , q ; 
p, r, s ; - - - sceverassi ordinatamente 

F(p, q)', F(p, r, s)', . 

« 

Si badi però , che le scritture ossiano i si mito li 

F'{pY, F '(*)', significheranno sempre le derivate 

totali rispetto alla x contenuta in tutte le componenti 
delle F'( P ), F'(s), - - - . 

271. Le n equazioni identiche nelle quali si de- 
compone la 

f'(y) -/(/wvr ±f(y»Y"=o, 
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quando l’n sia eguale almeno a tre cioè la f contenga 
almeno la y"', non sono essenzialmente differenti l’una 
dall’altra. 

Di fatto , supposto che nella f vi siano x, y, y', 
y", y"', e però 

f— y, y, y o $ (x, y, y', y ") , la equazione 

f'(y) -f'(y')'->-f'(y")"-f(y"T- « 

si trova equivalente alle tre seguenti 

#'(/)— p'i(y")=o> <P'Lr)—piLr")=<>, p 3 =o, dove 

Pi = W) — y> yy> Pi = ^(/) — pjx, y, yy, 

Pì=-'} / (y)—Pi[x,y,yy. 

Ma, sostituendo in esse questi valori delle p lt p % , p ìt 
si riducono alle tre 

W)-*<P'(y)— gf(y'y=o, 

ty'’(y')-* 0 , (y)-f(y')]'=o, 

v'cr) -nyy -n yy- r= « -, 

adunque la seconda è contenuta nella prima di esse. 
Vale a dire, la equazione 

f(y) -fiyy +f(yr -ny , T = « 

in sostanza si decompone in due e non in tre. 

373. La f(x, y, z, y', z') sia derivata esatta: saranno 
identiche (§ 269) le due equazioni 

f(y)-f{yy=a, f(z)—f(z')z=. o cioè le seguenti 

f'(y)— yflyì— - 0 ' (*)— y'ft(y ')— : (*')=», 

f’izw’(x)-yny)-*Mz)-yw)-*W)=°-- 

le gS, ip sono qui poste in vece delle f{y'), f (*■')■ 

Tom. I. 27 
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Queste due equazioni , dovendo essere identiche , 
danno le sei 

<p'(/)=o, tp' (z’)=o, xy(z')=o, $'(y)=o, 

f'(y) - fW —y'fii) - = « - 

f(z)-V(x) -✓*'(/) - *V'(*) = o- 

Essendo 

^' (z 'K^) =v ’ /(y) ’ 

le prime quattro di queste medesime sei equazioni 
equivalgono alle tre 

(JfH (#)=-(£)=•• 

le quali insegnano ($ 109), die la f ha la forma 
A -+- By' C z' 


dove le A, B,C sono funzioni delle sole x, y, z-, e però 
sarà fiy) ossia <p — B,f'(z') ovvero \p — C. Questi 
valori delle f y <p,tp riducono le altre due delle sei an- 
zidette equazioni alle 

A '(y)+z'C'(y) - B'(x) - z 'B'(z) = o , 

A'(z ) +/B'(z) - C’(x) -y C'(y) = o , 

le quali danno A^xzB'ix), A'(z)=C'( r). B'(z)=C'(y). 
Quindi, se la f(x, y, s, y’, z') sarà derivata esatta, avrà 
la forma seguente 

A + By'-i-Cz', 


ed in oltre le A , B , C renderanno identiche le tre 
equazioni 

A f (y) - B'{x) , A '(z)= C'(x), B'(z) z= C'(y). 


a 
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fu generale, una funzione tra un numero qua- 
lunque di variabili x,y, z, u, e le y, z', u', 

derivate delle y, z, u, prese rispetto alla x, se sarà 

derivata esatta, avrà la forma A-ì-liy -\-Cz' -k-T)u' -t-erc. 

ove le A, B, C,D, non contengono y' , z\ tt', , 

e ridurrà identiche tutte le equazioni seguenti 

A'(y)—B'(x), A'(z) — C'(x), A'0i)=zl/(x), - - -, 

#'(:)= C'(y), B'(u) = D'(y), — , C(u)=V(z),—. 

2^5. T.e proprietà della funzione f, sin qui esposte, 
sono necessarie, allineili* la f sia una derivata esatta ; 
dimodoché, se una funzione di due o più variabili e del* 
le derivate loro non avrà proprietà analoghe a quelle 
esposte per la f, essa non sarà assolutamente derivata 
esatta: ora passeremo ad esaminare, se tali proprietà 
siano sufficienti o bastanti , perchè la funzione sia una 
derivata esatta: e cominceremo dalla J(x. y, y). 

Affinchè questa funzione sia derivata esatta , deve 
soddisfare almeno In equazione f(y) — f'(y)'~ o; e 
però, per quello che abbiamo esposto, dovrà avere la 
forma >p -*~y' T> > ed essere in oltre identica la equa- 
zione ìp'(y) — <p'(x). Questa proprietà è sufficiente, per- 
chè la f(x, y, y') sia derivata esatta. 

Di fatto, sia F(x, y) la primitiva rispetto alla y 
della <p(x,y), cioè abbiasi (p F'(y) ; e si avrà 

e v’ ,( r) ° ssia * 

eguale ad F’{x) l'(x), o\c £'(x)esprifne una funzione 

anco arbitraria della sola x. 

Sostituendo i valori trovati delle f , $ nella 
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y -y-y' i f , essa 45 riduce 

^W+W + i'W. 

die è derivala esatta; e la cui primitiva visibilmente è 
/■’(•*•> j )-* 1 £(•*)• 

In vece di trovare la primitiva rispetto alla y del- 
la <p, si può trovare quella della ip rispetto alla x, 
indi fare per la y ciò, die si ò fatto per la x. 

2^4- Abbiasi la funzionerà?, .y, z, z'): aifincbè sia 
essa derivata esatta, abbiamo veduto, die dev’essere 
della forma 

A By' -+- Cz\ 

ove le A, H, C funzioni delle x,y, z debbono rendere 
identiche le tre equazioni 

v A'[y)-B'(x), A'(z )=C'(x), B'(*)=C'{y): 

queste sono aneli’ esse sufficienti ,. perchè l’attuale fun- 
zione sia derivata esatta. 

'Rappresenti F(x, y, z)la primitiva della A(.r, y, z) 
presa rispetto alla x visibile, cioè sia A — b'(x). 
Questa eguaglianza dà le due 



per cui si hanno le 



le quali somministrano B — F' (y) -h i (y , z) , 
C — ' F'(z ) -4- ). (y , z) ; e però , essendo anco 
B'(zj — C’(y), le funzioni l, ?. avranno la proprietà 
seguente £ '( z ) = X '( y). 
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Sostituendo nella A -+- By' -4- Cz' i valori della 
A-, B, C trovati, essa si riduce 

F'(x)-*-y'F'{y)-*-z'F'(z)-+-y' i{y, z)-+-z?X(y, z) ossia 
F(x,y, ~Y-+-y'l(y, t)-*-z'l(y, z) 

derivata esatta , per essere identica la equazione » 
i’(z)=V(y). 

In generale possiamo concludere, che, una fun- 
zione tra piti variabili e le derivate loro del primo or- 
dine, la (piale abbia le proprietà esposte alla fine del ' 

§ 272, sarà una derivata esatta; cioè, che tali sue 
proprietà sono , non solo essenziali ma anco sufficienti , 
perchè essa sia derivata esatta ovvero abbia primitiva. 

273. Quando sia identica la equazione 

/ V'T 1 — /(/"■'r- 1 ' - +-/v-‘>r« — q # vy ±. j '&)=<■ 

la funzione f[x, y, y' , y", j<*>) sarà derivata 

esatta : dimostrerò (pesta proprietà e troverò anco la 

stessa funzione primitiva della f(x, y, y, y", y <nl ). 

Per l’equazione ammessa identica si lia (§2-0) 
f-il+y™<p: si trovi una primitiva della <p(xy,y\ — y 1 "'") 

rispetto alla y in ~ lì , e risulti a(x,y,y', cioè 

sia a'(y {n ~ ,) ) — (p ossia a=J(pdy ,n ~ ,) : sarà 

/— «' = <p—a'(x)— o![y)y ' — a'(y)y"- «V'' 1 ’).)'"' 3 ’ - 

— a'(j' n - 3 ) )y 1 "- 1 ' — a'{y U[ - 1 ) )y' n - n . 

Quest’ ultima quantità cioè la 

- _ * 

yp ~ a(x,y,y, y fn -"f 

* * .* 

è della forma ip t -*-y Uh, ' > tp , , dove tfi, , p t sono funzioni ' 
delle sole x, y, y' , - - - y'^K 

Di fatto', posto y— eHx,y,y',-—y<"- i y= = P ) si ha 
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PV*"’)= V(y*'") —a'(y»+') — a'(y-"y -+- y°f(y^) cioè 
p/(y„-j,) _ yym) _ «'(/"-*>) — (f -f- y»> fi(y n -") , e 
p/( r (n-«i) _ — «'(y"- 3 ') — «'(y^T -4- y n> ip'iy- 1 ') , 

p/(^(«- 3> ) — y '(jr‘n-3)) _ fl'(yM') _ a'(y<"-3>)' -+- y» /p'(y' n - 3 ') , 


P'(y')=t'(y')- a>(S) - a'(y”Y -4-/'» , 


F(/) =*'(/) -«'Cr)-a'(y)'^jK'"’fV ) 5 
Ftr) =#'(y) -af(ry-Hj»^(y); 

e fiero il polinomio 

p?Q-in-i)jOi-n | p'^.in-3i)<n-3i _j _ _ 

±PVT=pnr 7 ±nr) 

sarà identico al seguente 

T [V' '(/)-*-/* 0'(/)]' ± (v&'M-*-y " <Rv)) ; 


ma questo è identicamente nullo, adunque la equazione 
p'( ^,i«-i)ji*-i> p'j yln-tiyn-a) _j_ pi^,in-3>j<n-3) 


±P’(/Y+P'h )= o 


sarà identica; e conseguentemente P avrà la forma 
, come si è dichiarato. 

Sia JijJ, </y- a) = a, (or, j, y, y*' 2 ’) ossia 

«Hy->)= 0,. 

Per essere f — a'~^, -4-y*""^, , sarà 

/— «; = & — «, (^. y, y, — y^f. 

Facendo per la quantità xp t — a, (x, y, y, y'^'Y 
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ciò, che si è fatto per la 

. ». $ — a(x,y,y, — y ia -»y, 

si trova essa eguale alla ip t -*~y n ' lì 'p t cioè di que- 
sta forma , dove gS a , \p 1 contengono solamente le 
x, y, y, y'T 3 '; e però, posto 

/ <P* dy n ~ 3 ' — «2 (x, y, y', y (n - 3> ) 

ovvero a', (y <n ~ 3> ) — <p a , si avrà 

/ — a!—a\ — a'^—ìp.—a, (x, y, y, 

Continuando similmente, possiamo evidentemente 
concludere, che si otterrà 

/— a' — a[ — a' t —a ' 3 <-3 — a «-t — = <Pn » *>ve 

«= J'pdy (n - , \ f — a(x, y, y, y^Y = ip t -+- y 1 "" <p , , 

«, = /'Pi dy ln -*\ y t — a, (x, y, y\ y'"' 3 ’)' = & -f-y'"-*’ ^ , 

«2= ffcdy^', ^ — a 3 {x, y, y', yHy-^+y"^ 1 fo. 


«n-3 =f'Pn-ldy", V'»-3 — ««-3^. J". y')' = , /' n -2-*-y'^-2> 
=/<JW dy , vì’M — < <v, (*, y )' = yV, -+- y ' > 

°v. = /?*»-. <*y » — °Ci (■*) = v^n ; 

la y„ contiene la sola variabile or esplicita ; e però sarà 
f— («M-a, -w*, -+- « 3 h 

cioè la funzione _/ derivata esatta, e la sua primitiva 
risulterà 

0-t-a,4-a,+a3H <*n.i-+- < *n-i-*-J‘ l i / ndx. 
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urti. Non mi trattengo a sviluppare le proprietà 
necessarie e sufficienti, perchè la f sia derivata esatta , 
quando m essa vi siano più variabili analoghe alle 

y,y',y > nè quelle proprietà, che si debbono 

verificare, affinchè essa sia derivata esatta d’ordine su- 
• periore , persuaso che dalle poche esposte e sviluppate 

si possa argomentare , come d’ uopo sia regolarsi per 
qualunque caso. 

I 

I 

I 
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